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Modelarea matematică este crearea unor tehnici care permit transformarea mode-
lelor fizice în modele numerice și presupun algoritmi ce pot fi ușor implementați prin 
coduri-sursă, folosind limbaje de programare corespunzătoare. În cazul diodei semicon-
ductoare, în cadrul modelării matematice a acesteia, au trebuit rezolvate câteva subpro-
bleme, una dintre care a fost liniarizarea ecuațiilor, soluționarea problemei în întregime 
presupunând rezolvarea unui sistem de trei ecuații diferențiale cu derivate parțiale, neli-
niare, având două tipuri de condiții la frontieră.

Metoda newton este una dintre cele recomandate, în literatura de specialitate, la 
rezolvarea problemelor neliniare. Dar, anevoios de realizat sau chiar imposibil în cazul 
unor probleme neliniare mai speciale. cazul diodei semiconductoare face parte din cate-
goria acestor probleme mai speciale.

cu utilizarea metodei newton, într-o vecinătate bine conturată a soluției exacte, se 
asigură dublarea numărului de cifre exacte ale soluției calculate iterativ. Datorită acestor 
particularități despre metoda newton se spune că are proprietăți locale de convergență foar-
te bune, dar la nivel global ar putea să se comporte foarte 
rău. totuși, chiar și la rezolvarea celor mai dificile probleme 
neliniare metoda newton ar putea fi utilizată ca o procedură 
terminală, în prima fază fiind folosită o altă metodă, mai 
puțin sensibilă din punctul de vedere al convergenței.

1. Formularea matematică a problemei 
dispozitivului semiconductor bazat pe modelul 

drift-difuzie (MDD)
considerăm modelul diodei semiconductoare din 

Figură.  Dioda are două regiuni cu diferite tipuri de dopa-
re, zona de tip p cu o concentrație dominantă a golurilor și 
zona de tip n cu o concentrație dominantă a electronilor. 
electrodul anod este conectat la zona de tip p, iar electro-
dul catod este conectat la zona de tip n.

Fig. 1. geometria 
diodei semiconductoare
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Impuritățile adăugate materialului semiconductor determină tipul de 
conductibilitate a fiecărei zone. În fizica semiconductoarelor concentraţia de 
impurităţi este notată cu 𝑁 și definită de expresia 

 𝑁(𝑥) = (𝑁𝐷+ − 𝑁�−)𝑚−3, (1.1) 

unde 𝑁𝐷+ este concentraţia donatorilor ionizați, iar 𝑁�− semnifică concentrația 
acceptorilor ionizaţi. Valoarea negativă a concentrației impurităților este 
determinată de dominarea atomilor acceptori ionizați (semiconductor de tip 
p), iar o valoare pozitivă a concentrației impurităților este determinată de 
dominația atomilor donatori ionizați (semiconductor de tip n). 

Modelul matematic al dispozitivului semiconductor, conform literaturii 
de specialitate [1], este un sistem de trei ecuații fundamentale ale fizicii 
dispozitivelor semiconductoare, care descriu comportarea statică și dinamică 
a concentrațiilor purtătorilor de sarcină în dispozitivele semiconductoare, 
aflate sub influența câmpurilor externe ce determină abateri de la condițiile 
de echilibru termic. Ecuațiile sistemului sunt prezentate mai jos: 

Ecuația lui Poisson                               −∇ ∙ (𝜀 ∇𝜑) = 𝑞(𝑝 − 𝑛 + 𝑁)  
Ecuația continuității pentru electroni   −∇ ∙ (𝐽𝑛) = −𝑞(𝑅𝐺�𝑅� + 𝑅𝐺�𝑈𝐺) (1.3) 

Ecuația continuității pentru goluri       ∇ ∙ �𝐽𝑝� = −𝑞(𝑅𝐺�𝑅� + 𝑅𝐺�𝑈𝐺)  
La rezolvarea sistemului de ecuații diferențiale, cu derivate parțiale, 

neliniare(1.2)-(1.4), având ca necunoscute potențialul electrostatic (φ) , 
concentrațiile de electroni (n) și goluri (p), au fost folosite următoarele soluții 
analitice obținute cu rezolvarea următoarelor ecuații: 

Ecuații ale densității de curent pentru electroni și goluri, respectiv: 
𝐽𝑛 = 𝐽𝑛 𝑑𝑟𝑖�𝑡 + 𝐽𝑛 𝑑𝑖��𝑧𝑖𝑒 = 𝑞 𝑛 𝜇𝑛𝐸� + q 𝐷𝑛∇n (1.5) 

𝐽𝑝 = 𝐽𝑝 𝑑𝑟𝑖�𝑡 + 𝐽𝑝 𝑑𝑖��𝑧𝑖𝑒 =  𝑞 𝑝 𝜇𝑝𝐸� - q 𝐷𝑝∇p (1.6) 
Ecuații ale concentrației purtătorilor de sarcină pentru electroni și 

goluri, respectiv: 

𝑛 = 𝑛𝑖𝜌𝑛𝑒𝑥𝑝 �
𝜑
𝜑𝑇
� (1.7) 

𝑝 = 𝑛𝑖𝜌𝑝𝑒𝑥𝑝 �−
𝜑
𝜑𝑇
� (1.8) 

(1.1)
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conductibilitate a fiecărei zone. În fizica semiconductoarelor concentraţia de 
impurităţi este notată cu 𝑁 și definită de expresia 

 𝑁(𝑥) = (𝑁𝐷+ − 𝑁�−)𝑚−3, (1.1) 

unde 𝑁𝐷+ este concentraţia donatorilor ionizați, iar 𝑁�− semnifică concentrația 
acceptorilor ionizaţi. Valoarea negativă a concentrației impurităților este 
determinată de dominarea atomilor acceptori ionizați (semiconductor de tip 
p), iar o valoare pozitivă a concentrației impurităților este determinată de 
dominația atomilor donatori ionizați (semiconductor de tip n). 

Modelul matematic al dispozitivului semiconductor, conform literaturii 
de specialitate [1], este un sistem de trei ecuații fundamentale ale fizicii 
dispozitivelor semiconductoare, care descriu comportarea statică și dinamică 
a concentrațiilor purtătorilor de sarcină în dispozitivele semiconductoare, 
aflate sub influența câmpurilor externe ce determină abateri de la condițiile 
de echilibru termic. Ecuațiile sistemului sunt prezentate mai jos: 

Ecuația lui Poisson                               −∇ ∙ (𝜀 ∇𝜑) = 𝑞(𝑝 − 𝑛 + 𝑁)  
Ecuația continuității pentru electroni   −∇ ∙ (𝐽𝑛) = −𝑞(𝑅𝐺�𝑅� + 𝑅𝐺�𝑈𝐺) (1.3) 

Ecuația continuității pentru goluri       ∇ ∙ �𝐽𝑝� = −𝑞(𝑅𝐺�𝑅� + 𝑅𝐺�𝑈𝐺)  
La rezolvarea sistemului de ecuații diferențiale, cu derivate parțiale, 

neliniare(1.2)-(1.4), având ca necunoscute potențialul electrostatic (φ) , 
concentrațiile de electroni (n) și goluri (p), au fost folosite următoarele soluții 
analitice obținute cu rezolvarea următoarelor ecuații: 

Ecuații ale densității de curent pentru electroni și goluri, respectiv: 
𝐽𝑛 = 𝐽𝑛 𝑑𝑟𝑖�𝑡 + 𝐽𝑛 𝑑𝑖��𝑧𝑖𝑒 = 𝑞 𝑛 𝜇𝑛𝐸� + q 𝐷𝑛∇n (1.5) 

𝐽𝑝 = 𝐽𝑝 𝑑𝑟𝑖�𝑡 + 𝐽𝑝 𝑑𝑖��𝑧𝑖𝑒 =  𝑞 𝑝 𝜇𝑝𝐸� - q 𝐷𝑝∇p (1.6) 
Ecuații ale concentrației purtătorilor de sarcină pentru electroni și 

goluri, respectiv: 

𝑛 = 𝑛𝑖𝜌𝑛𝑒𝑥𝑝 �
𝜑
𝜑𝑇
� (1.7) 

𝑝 = 𝑛𝑖𝜌𝑝𝑒𝑥𝑝 �−
𝜑
𝜑𝑇
� (1.8) 

(1.2)

(1.3)
(1.4)

(1.7)

(1.8)

ŞTIINţE ALE NATURII ȘI EXACTE
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Aici𝜀 = 𝜀𝑟𝜀0 este permitivitatea absolută (constanta dielectrica), unde 
𝜀𝑟  semnifică permitivitatea relativă, iar 𝜀0  este constanta electrică                         
( 𝜀0 = 8,854187817 ∙ 10−12𝐹 · 𝑚−1 ), q sarcina electronului pozitiv                          
(q = 1,602176565 10-19 C), N concentraţia impurităţilor în semiconductor,              
𝐽𝑛  și 𝐽𝑝 densități ale curenţilor de electroni şi goluri, respectiv, 𝑅𝐺�𝑅�  și 
  𝑅𝐺�𝑈𝐺  sunt vitezele de recombinare-generare ale perechilor electron-gol 
Shockley-Hall şi Auger, respectiv. Valorile ratelor de recombinare-generare 
ale perechilor electron-gol sunt estimate conform relațiilor: 

𝑅𝐺�𝑅�(𝑛,𝑝) =  𝑝𝑛− 𝑛𝑖2

𝜏𝑝(𝑛+ 𝑛𝑖)+𝜏𝑛(𝑝+ 𝑛𝑖)
,      𝑅𝐺�𝑈𝐺(𝑛,𝑝) = (𝑝𝑛 −  𝑛𝑖2)(𝐶𝑛𝑛 + 𝐶𝑝𝑝 )  

În cazul diodei confecționate din siliciu, τ𝑛  şi τ𝑝  sunt timpii de 

existenţă a purtătorilor de sarcină electron și gol, respectiv (τ𝑛 = τ𝑝 = 0.1 ∙
10−6 s), iar 𝐶𝑛  şi 𝐶𝑝  sunt coeficienţii lui Auger pentru electroni și goluri, 
respectiv (𝐶𝑛 = 1,1 ∙ 10−42m6s−1;  𝐶𝑝 = 0,3 ∙ 10−42m6s−1  la temperatura T 

=300 K), 𝑛𝑖  semnifică concentrația intrinsecă a electronilor și golurilor în 
semiconductor (𝑛𝑖 = 1,46 ∙ 1016m−3), 𝜑𝑇  este tensiunea termică și estimată 
conform relației 𝜑𝑇 = 𝑘𝐵𝑇/𝑞 , 𝑘𝐵 este constanta lui Boltzmann ( 𝑘𝐵 =
1,3806488 ∙ 10−23 𝐽/𝐾, la temperatura T = 300 K). 

Domeniul de definiție al problemei (1.2)-(1.4) a fost notat prin  
𝛺 =  (0 < 𝑥1 < 𝑙𝑥1 , 0 < 𝑥2 < 𝑙𝑥2) cu frontiera 𝛤 = 𝛤𝐷 ⋃𝛤𝑁 , unde 𝛤𝐷  este 

porțiunea la care sunt conectați electrozii (linia mai pronunțată din Figură), 
iar 𝛤𝑁 , porțiunea rămasă a frontierei. Astfel întreg domeniul de definiție a 

fost notat prin 𝛺� = 𝛺 ∪ 𝛤. 
Condițiile la frontieră: 

 pe porțiunea de frontieră Γ𝐷, acționează condițiile lui Dirichlet 

 𝜑(�̅�) = 𝑈𝑎 + 𝜑𝑇𝑙𝑛 �
𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2𝑛𝑖
�,  𝑛(�̅�) =

𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2 ,  𝑝(�̅�) =
−𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2 ,   �̅� ∈ 𝛤𝐷 . 

 pe porţiunea de frontieră Γ𝑁 acționează condiţiile lui Neumann 

                   𝑛�⃗ ∙ ∇𝜑 = �𝜑
�𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑝 = 0, �̅� ∈ Γ𝑁. (1.11) 

(1.9)
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Aici𝜀 = 𝜀𝑟𝜀0 este permitivitatea absolută (constanta dielectrica), unde 
𝜀𝑟  semnifică permitivitatea relativă, iar 𝜀0  este constanta electrică                         
( 𝜀0 = 8,854187817 ∙ 10−12𝐹 · 𝑚−1 ), q sarcina electronului pozitiv                          
(q = 1,602176565 10-19 C), N concentraţia impurităţilor în semiconductor,              
𝐽𝑛  și 𝐽𝑝 densități ale curenţilor de electroni şi goluri, respectiv, 𝑅𝐺�𝑅�  și 
  𝑅𝐺�𝑈𝐺  sunt vitezele de recombinare-generare ale perechilor electron-gol 
Shockley-Hall şi Auger, respectiv. Valorile ratelor de recombinare-generare 
ale perechilor electron-gol sunt estimate conform relațiilor: 

𝑅𝐺�𝑅�(𝑛,𝑝) =  𝑝𝑛− 𝑛𝑖2

𝜏𝑝(𝑛+ 𝑛𝑖)+𝜏𝑛(𝑝+ 𝑛𝑖)
,      𝑅𝐺�𝑈𝐺(𝑛,𝑝) = (𝑝𝑛 −  𝑛𝑖2)(𝐶𝑛𝑛 + 𝐶𝑝𝑝 )  

În cazul diodei confecționate din siliciu, τ𝑛  şi τ𝑝  sunt timpii de 

existenţă a purtătorilor de sarcină electron și gol, respectiv (τ𝑛 = τ𝑝 = 0.1 ∙
10−6 s), iar 𝐶𝑛  şi 𝐶𝑝  sunt coeficienţii lui Auger pentru electroni și goluri, 
respectiv (𝐶𝑛 = 1,1 ∙ 10−42m6s−1;  𝐶𝑝 = 0,3 ∙ 10−42m6s−1  la temperatura T 

=300 K), 𝑛𝑖  semnifică concentrația intrinsecă a electronilor și golurilor în 
semiconductor (𝑛𝑖 = 1,46 ∙ 1016m−3), 𝜑𝑇  este tensiunea termică și estimată 
conform relației 𝜑𝑇 = 𝑘𝐵𝑇/𝑞 , 𝑘𝐵 este constanta lui Boltzmann ( 𝑘𝐵 =
1,3806488 ∙ 10−23 𝐽/𝐾, la temperatura T = 300 K). 

Domeniul de definiție al problemei (1.2)-(1.4) a fost notat prin  
𝛺 =  (0 < 𝑥1 < 𝑙𝑥1 , 0 < 𝑥2 < 𝑙𝑥2) cu frontiera 𝛤 = 𝛤𝐷 ⋃𝛤𝑁 , unde 𝛤𝐷  este 

porțiunea la care sunt conectați electrozii (linia mai pronunțată din Figură), 
iar 𝛤𝑁 , porțiunea rămasă a frontierei. Astfel întreg domeniul de definiție a 

fost notat prin 𝛺� = 𝛺 ∪ 𝛤. 
Condițiile la frontieră: 

 pe porțiunea de frontieră Γ𝐷, acționează condițiile lui Dirichlet 

 𝜑(�̅�) = 𝑈𝑎 + 𝜑𝑇𝑙𝑛 �
𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2𝑛𝑖
�,  𝑛(�̅�) =

𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2 ,  𝑝(�̅�) =
−𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2 ,   �̅� ∈ 𝛤𝐷 . 

 pe porţiunea de frontieră Γ𝑁 acționează condiţiile lui Neumann 

                   𝑛�⃗ ∙ ∇𝜑 = �𝜑
�𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑝 = 0, �̅� ∈ Γ𝑁. (1.11) 

 4 

Aici𝜀 = 𝜀𝑟𝜀0 este permitivitatea absolută (constanta dielectrica), unde 
𝜀𝑟  semnifică permitivitatea relativă, iar 𝜀0  este constanta electrică                         
( 𝜀0 = 8,854187817 ∙ 10−12𝐹 · 𝑚−1 ), q sarcina electronului pozitiv                          
(q = 1,602176565 10-19 C), N concentraţia impurităţilor în semiconductor,              
𝐽𝑛  și 𝐽𝑝 densități ale curenţilor de electroni şi goluri, respectiv, 𝑅𝐺�𝑅�  și 
  𝑅𝐺�𝑈𝐺  sunt vitezele de recombinare-generare ale perechilor electron-gol 
Shockley-Hall şi Auger, respectiv. Valorile ratelor de recombinare-generare 
ale perechilor electron-gol sunt estimate conform relațiilor: 

𝑅𝐺�𝑅�(𝑛,𝑝) =  𝑝𝑛− 𝑛𝑖2

𝜏𝑝(𝑛+ 𝑛𝑖)+𝜏𝑛(𝑝+ 𝑛𝑖)
,      𝑅𝐺�𝑈𝐺(𝑛,𝑝) = (𝑝𝑛 −  𝑛𝑖2)(𝐶𝑛𝑛 + 𝐶𝑝𝑝 )  

În cazul diodei confecționate din siliciu, τ𝑛  şi τ𝑝  sunt timpii de 

existenţă a purtătorilor de sarcină electron și gol, respectiv (τ𝑛 = τ𝑝 = 0.1 ∙
10−6 s), iar 𝐶𝑛  şi 𝐶𝑝  sunt coeficienţii lui Auger pentru electroni și goluri, 
respectiv (𝐶𝑛 = 1,1 ∙ 10−42m6s−1;  𝐶𝑝 = 0,3 ∙ 10−42m6s−1  la temperatura T 

=300 K), 𝑛𝑖  semnifică concentrația intrinsecă a electronilor și golurilor în 
semiconductor (𝑛𝑖 = 1,46 ∙ 1016m−3), 𝜑𝑇  este tensiunea termică și estimată 
conform relației 𝜑𝑇 = 𝑘𝐵𝑇/𝑞 , 𝑘𝐵 este constanta lui Boltzmann ( 𝑘𝐵 =
1,3806488 ∙ 10−23 𝐽/𝐾, la temperatura T = 300 K). 

Domeniul de definiție al problemei (1.2)-(1.4) a fost notat prin  
𝛺 =  (0 < 𝑥1 < 𝑙𝑥1 , 0 < 𝑥2 < 𝑙𝑥2) cu frontiera 𝛤 = 𝛤𝐷 ⋃𝛤𝑁 , unde 𝛤𝐷  este 

porțiunea la care sunt conectați electrozii (linia mai pronunțată din Figură), 
iar 𝛤𝑁 , porțiunea rămasă a frontierei. Astfel întreg domeniul de definiție a 

fost notat prin 𝛺� = 𝛺 ∪ 𝛤. 
Condițiile la frontieră: 

 pe porțiunea de frontieră Γ𝐷, acționează condițiile lui Dirichlet 

 𝜑(�̅�) = 𝑈𝑎 + 𝜑𝑇𝑙𝑛 �
𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2𝑛𝑖
�,  𝑛(�̅�) =

𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2 ,  𝑝(�̅�) =
−𝑁+�𝑁2+4𝑛𝑖2

2 ,   �̅� ∈ 𝛤𝐷 . 

 pe porţiunea de frontieră Γ𝑁 acționează condiţiile lui Neumann 

                   𝑛�⃗ ∙ ∇𝜑 = �𝜑
�𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑝 = 0, �̅� ∈ Γ𝑁. (1.11) 

(1.10)
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Aici𝜀 = 𝜀𝑟𝜀0 este permitivitatea absolută (constanta dielectrica), unde 
𝜀𝑟  semnifică permitivitatea relativă, iar 𝜀0  este constanta electrică                         
( 𝜀0 = 8,854187817 ∙ 10−12𝐹 · 𝑚−1 ), q sarcina electronului pozitiv                          
(q = 1,602176565 10-19 C), N concentraţia impurităţilor în semiconductor,              
𝐽𝑛  și 𝐽𝑝 densități ale curenţilor de electroni şi goluri, respectiv, 𝑅𝐺�𝑅�  și 
  𝑅𝐺�𝑈𝐺  sunt vitezele de recombinare-generare ale perechilor electron-gol 
Shockley-Hall şi Auger, respectiv. Valorile ratelor de recombinare-generare 
ale perechilor electron-gol sunt estimate conform relațiilor: 

𝑅𝐺�𝑅�(𝑛,𝑝) =  𝑝𝑛− 𝑛𝑖2

𝜏𝑝(𝑛+ 𝑛𝑖)+𝜏𝑛(𝑝+ 𝑛𝑖)
,      𝑅𝐺�𝑈𝐺(𝑛,𝑝) = (𝑝𝑛 −  𝑛𝑖2)(𝐶𝑛𝑛 + 𝐶𝑝𝑝 )  

În cazul diodei confecționate din siliciu, τ𝑛  şi τ𝑝  sunt timpii de 

existenţă a purtătorilor de sarcină electron și gol, respectiv (τ𝑛 = τ𝑝 = 0.1 ∙
10−6 s), iar 𝐶𝑛  şi 𝐶𝑝  sunt coeficienţii lui Auger pentru electroni și goluri, 
respectiv (𝐶𝑛 = 1,1 ∙ 10−42m6s−1;  𝐶𝑝 = 0,3 ∙ 10−42m6s−1  la temperatura T 

=300 K), 𝑛𝑖  semnifică concentrația intrinsecă a electronilor și golurilor în 
semiconductor (𝑛𝑖 = 1,46 ∙ 1016m−3), 𝜑𝑇  este tensiunea termică și estimată 
conform relației 𝜑𝑇 = 𝑘𝐵𝑇/𝑞 , 𝑘𝐵 este constanta lui Boltzmann ( 𝑘𝐵 =
1,3806488 ∙ 10−23 𝐽/𝐾, la temperatura T = 300 K). 

Domeniul de definiție al problemei (1.2)-(1.4) a fost notat prin  
𝛺 =  (0 < 𝑥1 < 𝑙𝑥1 , 0 < 𝑥2 < 𝑙𝑥2) cu frontiera 𝛤 = 𝛤𝐷 ⋃𝛤𝑁 , unde 𝛤𝐷  este 

porțiunea la care sunt conectați electrozii (linia mai pronunțată din Figură), 
iar 𝛤𝑁 , porțiunea rămasă a frontierei. Astfel întreg domeniul de definiție a 

fost notat prin 𝛺� = 𝛺 ∪ 𝛤. 
Condițiile la frontieră: 

 pe porțiunea de frontieră Γ𝐷, acționează condițiile lui Dirichlet 
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                   𝑛�⃗ ∙ ∇𝜑 = �𝜑
�𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑛 = 0;    𝑛�⃗ ∙ 𝐽𝑝 = 0, �̅� ∈ Γ𝑁. (1.11) 
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 5 

unde prin punct se înţelege produsul scalar al vectorului normal exterior 𝑛�⃗  ,  
pe porțiunea de frontieră 𝛤𝑁 , la gradientul potenţialului electrostatic 𝜑  şi 
vectorilor densității de curenți pentru electroni 𝐽𝑛 și goluri 𝐽𝑝. 

Concentrația de impurități 𝑁 a semiconductorului, pe domeniul de 
definiție al problemei, poate fi estimată conform relației 

𝑁 = 𝑁𝐷 𝑛 + 𝑁𝐷 𝑛𝑚𝑎𝑥𝐺�𝑥1,−𝑥2,∞, 𝑙𝑥1 ,𝛼� − 𝑁� 𝑝𝑚𝑎𝑥𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑙𝑎 + 𝑙𝑥2 , 𝑙𝑥2 ,𝛼)  

unde 𝐺  este funcţia lui Gauss, 𝑁𝐷𝑛  alierea stratului epitaxial al 

semiconductorului, iar 𝑁𝐷𝑛ma� alierea substratului epitaxial, 𝑁�𝑝ma�valoarea 

maximală de implantare a profilului de difuziune. 
Funcția lui Gauss este definită conform sistemului de mai jos [1, p. 26]: 

𝐺(𝑥1, 𝑥2,𝑎, 𝑏,𝛼) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑒𝑥𝑝 �−�(𝑥1 − 𝑎)/𝛼�2� ∙ 𝑒𝑥𝑝 �−�(𝑥2−𝑏)

𝛼 �
2
� , 𝑥1 > 𝑎  &𝑥2 > 𝑏

𝑒𝑥𝑝 �−�(𝑥1 − 𝑎)/𝛼�2� , 𝑥1 > 𝑎  &𝑥2 ≤ 𝑏

𝑒𝑥𝑝 �−�(𝑥2 − 𝑏)/𝛼�2� , 𝑥1 ≤ 𝑎 &𝑥2 > 𝑏
1, 𝑥1 ≤ 𝑎 𝑎𝑛𝑑 𝑥2 ≤ 𝑏  

� (1.13) 

 
Constantele din relațiile (1.12), (1.13), pe domeniul de definiție (Fig.), 

au valorile 𝑁𝐷𝑛 = 1016𝑚−3, 𝑁𝐷𝑛𝑚𝑎𝑥 = 1018𝑚−3, 𝑁�𝑝𝑚𝑎𝑥 = 1018𝑚−3; 
𝛼 = 0.5 ∙ 10−6 𝑚,  

𝑙𝑥1 = 5 ∙ 10−6 𝑚, 𝑙𝑥2 = 7 ∙ 10−6 𝑚, 𝑙𝑎 = 2 ∙ 10−6 𝑚,    𝑙𝑖 = 𝑙𝑗 = 1 ∙ 10−6 𝑚. 
Se consideră catodul conectat la pământ (𝑈𝑐 = 0 𝑉) , iar la anod se 

aplică o tensiune 𝑈𝑎 > 0 𝑉, cu mărirea ei treptată cu pași mici. 
În lipsa tensiunii aplicată la anod, soluția problemei dispozitivului 

semiconductor poate fi calculată conform relațiilor (1.11), (1.12) pe întreg 
domeniul de definiție �  cu 𝑈𝑎 = 0 𝑉 . Această soluție poate fi folosită ca 
valoare inițială la rezolvarea problemei cu aplicarea metodelor iterat ive și 
mărirea treptată a 𝑈𝑎. 

 
 

(1.12)
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2. Soluționarea problemei în spațiul bi dimensional 
După discretizarea ecuațiilor diferențiale neliniare cu implementarea 

schemelor în diferențe, iar mai apoi și a schemei lui Scharfetter-Gummel, 
pentru o mai bună aproximare a lor [2, 3], a fost obținut echivalentul discret 
al sistemului (1.2)-(1.4), și anume, următorul sistem algebric de ecuații 
neliniare: 

 2𝜀 � 1
ℎ𝑥1
2 + 1

ℎ𝑥2
2 � 𝜑𝑖𝑗 −

𝜀
ℎ𝑥1
2 �𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝜑𝑖−1,𝑗� −

𝜀
ℎ𝑥2
2 �𝜑𝑖,𝑗+1 + 𝜑𝑖,𝑗−1� =

𝑞�𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖𝑗 + 𝑁𝑖𝑗� (2.1) 

�
𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�

𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�

𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑛𝑖𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖−1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗+1 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗−1 = −� 𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖,𝑗−𝑛𝑖2

𝜏𝑝�𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖�+𝜏𝑛�𝑝𝑖𝑗+𝑛𝑖�
+ �𝑛𝑖𝑗 ∗ 𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖2� ∗

𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.2) 

�
𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑝𝑖,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖−1,𝑗 −    

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗

𝑝𝑖,𝑗+1−𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1𝜑𝑇ℎ𝑥22∗𝑝𝑖,𝑗−1=−𝑞∗𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2𝜏𝑝𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝜏𝑛𝑝𝑖𝑗
+𝑛𝑖+𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2∗𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.3) 

În procesul discretizării, a fost aplicată o grilă pe domeniul de definiție, ca 
pași având ℎ𝑥1(𝑝𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙ă),  ℎ𝑥2(𝑝𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă)  și astfel a fost obținută 
rețeaua de noduri 𝛺ℎ = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��, 
unde 𝑥1

(𝑖) = (𝑖 − 1) ∗ ℎ𝑥1 ,   𝑖 = 2, . . ,𝑁𝑁,𝑥2
(𝑗) = (𝑗 − 1) ∗ ℎ𝑥2 ,   𝑗 = 2, . . ,𝑀𝑀. 

Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       

(2.1)
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Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       
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�
𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑝𝑖,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖−1,𝑗 −    

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗

𝑝𝑖,𝑗+1−𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1𝜑𝑇ℎ𝑥22∗𝑝𝑖,𝑗−1=−𝑞∗𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2𝜏𝑝𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝜏𝑛𝑝𝑖𝑗
+𝑛𝑖+𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2∗𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.3) 

În procesul discretizării, a fost aplicată o grilă pe domeniul de definiție, ca 
pași având ℎ𝑥1(𝑝𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙ă),  ℎ𝑥2(𝑝𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă)  și astfel a fost obținută 
rețeaua de noduri 𝛺ℎ = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��, 
unde 𝑥1

(𝑖) = (𝑖 − 1) ∗ ℎ𝑥1 ,   𝑖 = 2, . . ,𝑁𝑁,𝑥2
(𝑗) = (𝑗 − 1) ∗ ℎ𝑥2 ,   𝑗 = 2, . . ,𝑀𝑀. 

Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       
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2. Soluționarea problemei în spațiul bi dimensional 
După discretizarea ecuațiilor diferențiale neliniare cu implementarea 

schemelor în diferențe, iar mai apoi și a schemei lui Scharfetter-Gummel, 
pentru o mai bună aproximare a lor [2, 3], a fost obținut echivalentul discret 
al sistemului (1.2)-(1.4), și anume, următorul sistem algebric de ecuații 
neliniare: 

 2𝜀 � 1
ℎ𝑥1
2 + 1

ℎ𝑥2
2 � 𝜑𝑖𝑗 −

𝜀
ℎ𝑥1
2 �𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝜑𝑖−1,𝑗� −

𝜀
ℎ𝑥2
2 �𝜑𝑖,𝑗+1 + 𝜑𝑖,𝑗−1� =

𝑞�𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖𝑗 + 𝑁𝑖𝑗� (2.1) 
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𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
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𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�

𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1
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�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑛𝑖𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖−1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗
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�
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𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗−1 = −� 𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖,𝑗−𝑛𝑖2

𝜏𝑝�𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖�+𝜏𝑛�𝑝𝑖𝑗+𝑛𝑖�
+ �𝑛𝑖𝑗 ∗ 𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖2� ∗

𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.2) 

�
𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑝𝑖,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖−1,𝑗 −    

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1
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�

ℎ𝑥2
2 ∗

𝑝𝑖,𝑗+1−𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1𝜑𝑇ℎ𝑥22∗𝑝𝑖,𝑗−1=−𝑞∗𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2𝜏𝑝𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝜏𝑛𝑝𝑖𝑗
+𝑛𝑖+𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2∗𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.3) 

În procesul discretizării, a fost aplicată o grilă pe domeniul de definiție, ca 
pași având ℎ𝑥1(𝑝𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙ă),  ℎ𝑥2(𝑝𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă)  și astfel a fost obținută 
rețeaua de noduri 𝛺ℎ = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��, 
unde 𝑥1

(𝑖) = (𝑖 − 1) ∗ ℎ𝑥1 ,   𝑖 = 2, . . ,𝑁𝑁,𝑥2
(𝑗) = (𝑗 − 1) ∗ ℎ𝑥2 ,   𝑗 = 2, . . ,𝑀𝑀. 

Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       

(2.2)

(2.3)
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𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
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𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
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ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖+1,𝑗 −
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𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
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𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗−1 = −� 𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖,𝑗−𝑛𝑖2

𝜏𝑝�𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖�+𝜏𝑛�𝑝𝑖𝑗+𝑛𝑖�
+ �𝑛𝑖𝑗 ∗ 𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖2� ∗

𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.2) 

�
𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑝𝑖,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖−1,𝑗 −    

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗

𝑝𝑖,𝑗+1−𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1𝜑𝑇ℎ𝑥22∗𝑝𝑖,𝑗−1=−𝑞∗𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2𝜏𝑝𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝜏𝑛𝑝𝑖𝑗
+𝑛𝑖+𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2∗𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.3) 

În procesul discretizării, a fost aplicată o grilă pe domeniul de definiție, ca 
pași având ℎ𝑥1(𝑝𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙ă),  ℎ𝑥2(𝑝𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă)  și astfel a fost obținută 
rețeaua de noduri 𝛺ℎ = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��, 
unde 𝑥1

(𝑖) = (𝑖 − 1) ∗ ℎ𝑥1 ,   𝑖 = 2, . . ,𝑁𝑁,𝑥2
(𝑗) = (𝑗 − 1) ∗ ℎ𝑥2 ,   𝑗 = 2, . . ,𝑀𝑀. 

Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       
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𝑝𝑖,𝑗+1−𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1𝜑𝑇ℎ𝑥22∗𝑝𝑖,𝑗−1=−𝑞∗𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2𝜏𝑝𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝜏𝑛𝑝𝑖𝑗
+𝑛𝑖+𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2∗𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.3) 

În procesul discretizării, a fost aplicată o grilă pe domeniul de definiție, ca 
pași având ℎ𝑥1(𝑝𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙ă),  ℎ𝑥2(𝑝𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă)  și astfel a fost obținută 
rețeaua de noduri 𝛺ℎ = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��, 
unde 𝑥1

(𝑖) = (𝑖 − 1) ∗ ℎ𝑥1 ,   𝑖 = 2, . . ,𝑁𝑁,𝑥2
(𝑗) = (𝑗 − 1) ∗ ℎ𝑥2 ,   𝑗 = 2, . . ,𝑀𝑀. 

Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       
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2. Soluționarea problemei în spațiul bi dimensional 
După discretizarea ecuațiilor diferențiale neliniare cu implementarea 

schemelor în diferențe, iar mai apoi și a schemei lui Scharfetter-Gummel, 
pentru o mai bună aproximare a lor [2, 3], a fost obținut echivalentul discret 
al sistemului (1.2)-(1.4), și anume, următorul sistem algebric de ecuații 
neliniare: 

 2𝜀 � 1
ℎ𝑥1
2 + 1

ℎ𝑥2
2 � 𝜑𝑖𝑗 −

𝜀
ℎ𝑥1
2 �𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝜑𝑖−1,𝑗� −

𝜀
ℎ𝑥2
2 �𝜑𝑖,𝑗+1 + 𝜑𝑖,𝑗−1� =

𝑞�𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖𝑗 + 𝑁𝑖𝑗� (2.1) 

�
𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�

𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�

𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑛𝑖𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖−1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗+1 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗−1 = −� 𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖,𝑗−𝑛𝑖2

𝜏𝑝�𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖�+𝜏𝑛�𝑝𝑖𝑗+𝑛𝑖�
+ �𝑛𝑖𝑗 ∗ 𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖2� ∗

𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.2) 

�
𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑝𝑖,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖−1,𝑗 −    

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗

𝑝𝑖,𝑗+1−𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1𝜑𝑇ℎ𝑥22∗𝑝𝑖,𝑗−1=−𝑞∗𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2𝜏𝑝𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝜏𝑛𝑝𝑖𝑗
+𝑛𝑖+𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2∗𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.3) 

În procesul discretizării, a fost aplicată o grilă pe domeniul de definiție, ca 
pași având ℎ𝑥1(𝑝𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙ă),  ℎ𝑥2(𝑝𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă)  și astfel a fost obținută 
rețeaua de noduri 𝛺ℎ = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��, 
unde 𝑥1

(𝑖) = (𝑖 − 1) ∗ ℎ𝑥1 ,   𝑖 = 2, . . ,𝑁𝑁,𝑥2
(𝑗) = (𝑗 − 1) ∗ ℎ𝑥2 ,   𝑗 = 2, . . ,𝑀𝑀. 

Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       
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2. Soluționarea problemei în spațiul bi dimensional 
După discretizarea ecuațiilor diferențiale neliniare cu implementarea 

schemelor în diferențe, iar mai apoi și a schemei lui Scharfetter-Gummel, 
pentru o mai bună aproximare a lor [2, 3], a fost obținut echivalentul discret 
al sistemului (1.2)-(1.4), și anume, următorul sistem algebric de ecuații 
neliniare: 

 2𝜀 � 1
ℎ𝑥1
2 + 1

ℎ𝑥2
2 � 𝜑𝑖𝑗 −

𝜀
ℎ𝑥1
2 �𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝜑𝑖−1,𝑗� −

𝜀
ℎ𝑥2
2 �𝜑𝑖,𝑗+1 + 𝜑𝑖,𝑗−1� =

𝑞�𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖𝑗 + 𝑁𝑖𝑗� (2.1) 

�
𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�

𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�

𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑛𝑖𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑛𝑖−1,𝑗 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗+1 −

𝜇𝑛𝑉𝑇𝐵�
𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗ 𝑛𝑖,𝑗−1 = −� 𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖,𝑗−𝑛𝑖2

𝜏𝑝�𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖�+𝜏𝑛�𝑝𝑖𝑗+𝑛𝑖�
+ �𝑛𝑖𝑗 ∗ 𝑝𝑖𝑗 − 𝑛𝑖2� ∗

𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.2) 

�
𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖+1,𝑗−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�+𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖−1,𝑗−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 +

𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖,𝑗+1−𝜑𝑖𝑗

𝜑𝑇
�+𝜇𝑛𝜑𝜏𝐵�

𝜑𝑖,𝑗−1−𝜑𝑖𝑗
𝜑𝑇

�

ℎ𝑥2
2 � ∗ 𝑝𝑖,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖+1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖+1,𝑗 −

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖−1,𝑗

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥1
2 ∗ 𝑝𝑖−1,𝑗 −    

𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵�
𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗+1

𝜑𝑇
�

ℎ𝑥2
2 ∗

𝑝𝑖,𝑗+1−𝜇𝑝𝜑𝜏𝐵𝜑𝑖𝑗−𝜑𝑖,𝑗−1𝜑𝑇ℎ𝑥22∗𝑝𝑖,𝑗−1=−𝑞∗𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2𝜏𝑝𝑛𝑖𝑗+𝑛𝑖+𝜏𝑛𝑝𝑖𝑗
+𝑛𝑖+𝑛𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗−𝑛𝑖2∗𝐶𝑛𝑛𝑖𝑗+𝐶𝑝𝑝𝑖𝑗 (2.3) 

În procesul discretizării, a fost aplicată o grilă pe domeniul de definiție, ca 
pași având ℎ𝑥1(𝑝𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙ă),  ℎ𝑥2(𝑝𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă)  și astfel a fost obținută 
rețeaua de noduri 𝛺ℎ = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��, 
unde 𝑥1

(𝑖) = (𝑖 − 1) ∗ ℎ𝑥1 ,   𝑖 = 2, . . ,𝑁𝑁,𝑥2
(𝑗) = (𝑗 − 1) ∗ ℎ𝑥2 ,   𝑗 = 2, . . ,𝑀𝑀. 

Prin 𝛺ℎ���� = ��𝑥1(𝑖), 𝑥2(𝑗)��,  𝑖 = 1, , . . ,𝑁𝑁 + 1,       

 7 

𝑗 = 1, . . ,𝑀𝑀 + 1, a fost notată mulțimea tuturor  nodurilor,  interne și de pe 
frontieră. 

Valorile inițiale ale potențialului electrostatic (φ) , concentrațiilor de 
electroni (n)  și goluri (p)  au fost calculate conform condițiilor la frontieră 
(1.10), (1.11), în nodurile rețelei  𝛺ℎ����, cu 𝑈𝑎 = 0 și notate prin 𝜑(𝚤𝑛)������, 𝑛(𝚤𝑛)������, 𝑝(𝚤𝑛)������. 

Valoarea tensiunii aplicată la anod a fost mărită treptat, cu pași mici, și 
recalculate valorile funcțiilor necunoscute în condițiile echilibrului 
termodinamic pentru Ua ≠ 0 . Noile valori au fost notate prin  

𝜑(𝑜𝑙𝑑)��������,𝑛(𝑜𝑙𝑑)�������,𝑝(𝑜𝑙𝑑)�������. 
Notând prin 𝜑(𝑒𝑥)�������(𝑥1, 𝑥2) – soluția exactă a sistemului (2.1),𝜑(𝑜𝑙𝑑)��������(𝑥1, 𝑥2) 

– soluția calculată la iterația precedentă, 𝜑(𝑛𝑒�)���������(𝑥1,𝑥2) – soluția calculată la 
iterația curentă, 𝜑(𝚤𝑛)������(𝑥1,𝑥2) – valoarea inițială a potențialului electrostatic și 
𝛿�̅�(𝑥1, 𝑥2) – eroarea de calcul, au fost obținute relațiile: 

𝜑(𝑒𝑥)�������(𝑥1, 𝑥2) = 𝜑(𝚤𝑛)������(𝑥1, 𝑥2) + 𝛿�̅�(𝑥1, 𝑥2),  pentru prima iterație  (2.4) 

𝜑(𝑛𝑒�)���������(𝑥1, 𝑥2) = 𝜑(𝑜𝑙𝑑)��������(𝑥1, 𝑥2) + 𝛿�̅�(𝑥1, 𝑥2),  pentru iterația curentă. (2.5) 

Liniarizarea ecuațiilor sistemului algebric prin metoda lui Newton, a 
constat în substituția relației (2.4)/(2.5) în sistemul (2.1). Ca mai apoi, sistemul 

algebric obținut să fie rezolvat în necunoscuta 𝛿�̅�(𝑥1,𝑥2). Celelalte funcții au 

fost luate ca constante, cu valori calculate la iterația/iterațiile precedentă(e). Ca 
metodă iterativă la rezolvarea sistemului algebric liniar a fost utilizată Metoda 
Gradienților Conjugați. În cazul ecuațiilor (2.2), (2.3)  ale sistemului s-a 
procedat similar. 

 

3. Rezultate numerice 

Soluţia numerică a sistemului de ecuații diferențiale, cu derivate parțiale, 
neliniare (1.2)-(1.4) sunt prezentate în Fig. 2, Fig. 3, Fig. 4. Distribuţia iniţială a 
funcţiilor 𝜑, 𝑛, 𝑝 , în regimul echilibrului dinamic (cu 𝑈𝑎 = 0𝑉 ), este 
prezentată în Figura 2. În Figura 3 sunt prezentate suprafeţele distribuţiei 
funcţiilor 𝜑, 𝑛, 𝑝 , pentru 𝑈𝑎 = 0.3𝑉 și o concentraţie a impurităţilor de 
𝑁 ≈  1023 . În Figura 4 sunt prezentate suprafeţele distribuţiei funcţiilor 

(2.4)

(2.5)
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𝜑, 𝑛, 𝑝 la aplicarea din exterior a tensiunii 𝑈𝑎 = 0.6𝑉, pentru o concentraţie a 
impurităţilor de 𝑁 ≈  1023. 

Din literatura de specialitate şi parțial confirmate de rezultatele obţinute, 
o soluţie convergentă a problemei cercetării, folosind metoda Newton, poate fi 
calculată pentru 𝑁 ≈ 1021 −  1023, cu o tensiune de până la 𝑈 = 2 𝑉. 
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