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In lucrarea prezentd, sunt studiate criterii de universalitate a proprietatilor:
legea alternativa la stanga (resp. la dreapta), legea cheilor la stinga (resp. la
dreapta), sunt construite exemple si sunt demonstrate proprietati ale buclelor cu
alternativitate, respectiv cu legea cheilor, universale.

Definitia 1. Grupoidul Q(-) se numeste quasigrup, dacd, pentruVa,b € Q,
ecuafilea-x = b,y -a = b au cdte o solutie unica in Q. Quasigrupul Q(-) se
numeste bucld, dacd existdi un element e € Q cu proprietatea: a-e =e-a =
a,vVaeqQ.

Notamcu” \ ” (resp. ”/”) impartirea la dreapta (resp. la stinga) in quasigrupul Q (+).

Definitia 2. Fie A si B doud operatii de quasigrup definite pe Q. Operatia B
se numegte 120top al operatiei A, dacd existd trei substitufii @, B,y € So» astfel

incat: B(x,y) =y 'A(ax,By), V¥ x,ye Q. unde S, este grupul simetric pe
mulfimea Q.

In acest caz, tripletul T = (a, 8,¥) se numeste izotopie. Notam: B = AT sau
B = A@BY)  Izotopia de forma T = (R;%,L,%, €), unde € este substitutia
identica pe Q, R, este translatia la dreapta cu elementul a, iar L, este translatia
la stanga cu b in bucla Q(+), se numegte LP-izotopie.

Definitia 3. Quasigrupul Q(-) se numeste RIP-quasigrup, daca existd o
aplicatie bijectivia p: Q — Q, astfel incdt yx - px = y,Vx,y € Q. Quasigru-
pul Q(+) se numeste LIP-quasigrup daca exista o aplicatie bijectiva A:Q — Q,
astfel incdt Ax - xy = y,Vx,y € Q. Daca Q(*) este in acelasi timp RIP- si LIP-
quasigrup, atunci el se numegte |P-quasigrup.

O problema importantd in Teoria Quasigrupurilor si a Buclelor este identi-
ficarea proprietatilor, in particular a identitatilor, invariante la izotopie. O pro-
prietate P este universala in bucla Q(-), dacd Q(-) si orice bucld izotopa cu ea
verifica P.

Universalitatea legii asociative (x-y) -z = x- (y-z) a fost demonstrati in
anii 50, sec. XX de savantul american Albert [1]. Proprietatea LIP (resp. RIP)
este universala in bucla Q(-), daca si numai daca Q(-) este Bol la stanga (resp. la
dreapta). Proprietatea IP este universala in bucla Q(-), daca si numai daca Q(-)
fost studiata in [3, 4].

Definitia 4. Spunem cd un quasigrup Q (*) este alternativ la stinga, (resp. la
dreapta), dacd Q(+) verificd identitatea x - xy = x?y, (resp. yx - x = yx?).

Teorema 1. Legea alternativa la stinga este universald in bucla Q(-),
daca si numai dacd bucla primitiva Q(-,/,\) verifica identitatea x -
[b\ G- ] ={[x-(b\ (x-a))] /a}"y.

Demonstratie. Fie ci bucla Q (+) verifici identitatea x - xy = x2y. Legea altemativi
la stAnga este universald in Q (), daca si numai daca orice LP-izotop al lui Q (+) verifica
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aceasta identitate. Fie Q (o) un LP-izotop al lui Q(-). Atunci 3 a, be Q: (o) =
()®Ra"L5"8) | deci x oy = R71(x) Ly (v),V x,y € Q, ce este echivalenti cu
R, (x) o Ly (y) = x -+ y, dacd Tlocuim: x = R,(x) siy = L, (y). Legea alternativa
la stAnga e universald in Q (+), daca si numai daca LP-izotopul arbitrar Q (o) verifica x o
(xoy) =(xox)oy,Vx,y € Q.Treceminultima egalitate la operatia (-):

R () - Ly (R () - L' () = R (RZ'(0) - Ly (1) Ly ). (1)

Substituind i (1) x = R(x) si y = Ly(y), obtinem: x-Ly'(x-y) =
R;! (x : Lgl(Ra(x))) -y, de unde rezulta: x - Ly  (x - y) = Rz (x - Ly (x - @) -
y. Utilizand egalititile R;*(x) = x/a, L,*(x) = b \ x ultima identitate ia forma: x -
[b\ G ] ={[x(b\ (x-a))]/a} y.m

Analogic se demonstreaza teorema.

Teorema 2. Legea alternativa la dreapta este universala in bucla Q (),
daca si numai daca bucla primitiva Q(+,/,\) verifica identitatea [(y - x) / a] -
X =y-{b\[((b-x)/a)-x]}

Propozitia 1. Orice bucla cu alternivitate universala la stinga este o LIP-bucla.

Demonstratie. In orice buclid e € Q:e-x = x e = x,V x € Q. Din aceste
egalitati rezultd ca existd x % si “'x in Q, astfel incat: “'x-x =esix-x"! =e.
Daci in egalitatea x - [b\ (x - y)] = {[x- (b\ (x- @))] /a} -y, nam x = e,
obtinem b\ y=[(b\a)/al]l-y. Substituind y > by si a > b in ultima
egalitate, avemy = ~*b - by, V b,y € Q, deci Q este 0 LIP-bucl. m

Propozitia 2. Orice bucli cu alternivitate universald la dreapta este o RIP-bucla.

Exemple de bucle cu legea alternativa la stnga universald sunt 73 (+) si Z3 (o
), unde (i,j,k)-(p,qr) = ({+pj+qgk+r+ip+ijqg) si (i) k)e
®.qr)E({+pj+qk+r+ip).

Teorema 3. Legea cheilor la stanga x - xy = y (la dreapta yx - x = y)
este universald in bucla Q(-), daca si numai dacda Q(-) este un grup abelian.

Propozitia 3. Bucla Q(:) ce verifica identitatea x - xy =y este 0 LIP-bucla.

Propozitia 4. Un grup Q(") verifica identitatea x - xy =y daca si numai
dacd x? = e. Exemple de grupuri abeliene ce verifice identitatea x - xy = y
sunt grupurile (Z3,%),V n € N*,
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