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COMPORTAREA iN TIMP A SOLUTIILOR PROBLEMEI
CAUCHY PENTRU ECUATII DIFERENTIALE ABSTRACTE
DE ORDINUL AL DOILEA
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In this paper the large-time behavior of solutions to the Cauchy problem
for abstract differential equations of second order with positive definite
operator in a real Hilbert space is studied. It is obtained that the solutions to
the considered problem tend to solution to the associated Cauchy problem
for first order differential equation, as t — +oo.

Scopul lucrarii este studierea comportarii in timp a solutiilor
problemei Cauchy pentru ecuatia diferentiala abstractd de ordinul al
doilea:

{ u'(t) +su'(t) + Au(t) = f(t), t>0, §>0, )
u(0) =u,,  u'(0) =1uy,
in raport cu solutiile problemei asociate:
{ Sv'(t)+Av(t) =f(), t>0, §>0, )
v(0) = vy,
intr-un spatiu Hilbert H, de produs scalar (-,) si norma ||-||, unde

f:10,0) - H,vy,uy,u; € H.

Ideea de a studia relatia dintre solutiile acestor probleme provine
din unele constatari despre comportarea solutiilor unor ecuatii
diferentiale mai simple, cum ar fi, de exemplu, problema Cauchy:

{y" (x) + 6y'(x) + 25y(x) = 0,

y(0)=1y'(0) =1,
si problema asociata ei:

{6v’(x) + 25v(x) =0,

v(0) =1,
pentru care destul de simplu se demonstreaza ca diferenta y(x) —
v(x) - 0, atunci cind x - +o0 , unde y(x) = e 3*cos(4x) +
25

e ¥sin(4x) si v(x) = e 6",

Firesc ne intrebam daca aceastd proprietate este valabild si pentru
cazul abstract. Raspunsul se adevereste a fi unul pozitiv.
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Intr-adevir, daca asupra spatiului Hilbert H si a operatorului A sunt
impuse urmatoarele restrictii:

(IH) H este spatiu Hilbert real si separabil,

(1A) Operatorul A:D(A) € H — H este pozitiv definit si poseda
spectru discret, atunci sunt valabile urmatoarele teoreme:

Teorema 1. Presupunem ca spatiul H si operatorul A verifica
conditiile (IH) si (IA), v, € H si f € C([0,); H).

Atunci problema (2) are o solutie slaba unica de forma:

[e%9) _}it 1 o) 1 _ﬂ(t__[)
v(t) =Z(V0;wj)e 5 wj+gz ffj(r)e 5 dt |wj,
j=1 j=1\o

unde 4; sunt valorile proprii ale operatorului A [1].
Teorema 2. Presupunem ca spatiul H si operatorul A verifica
conditiile (IH) si (IA), uy,uy € Hsi f € C1([0,0); H.
Atunci problema (1) are o solutie slaba unica de forma:

u(t)—i on (t_T)fj(T)sin /Aj—%z(t

o o)
S, 62\ (w, @) + 5 (uo wy)
+Ze 2" sin Aj——t w;.
4 52

Y-T

Teorema este valabild pentru cazul in care expresia de sub radical,
A — %2, este pozitiva [1].
Rezultatul principal al acestui studiu este reflectat in urmatoarea
teorema:
Teorema 3. Presupunem ca spatiul H si operatorul A verifica
conditiile (IH) si (I1A), vy, ug,u; € Hsi f € C1([0,); H). Atunci
lim|[u(t) - v(®)l| = 0,
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unde u si v sunt solutiile problemelor Cauchy (1) si (2) respectiv.
Pentru demonstratia acestei teoreme, au fost utilizate proprietatile
spatiului H si ale operatorului A. Bazadndu-ne pe acestea, a fost
evaluat patratul normei diferentei solutiilor problemelor respective.
S-a obtinut urmatoarea inegalitate:

lu(®) = v(O)II? < 5 lz T+ ) THO + ) T30
j=1 j=1 j=1
+ Z TF(t) + Z TZ(®)),
= =

t
) 62
f e'i(t'f)fj(r) sin ’Aj - (t
0

unde

-5

=1 -
g )

—7) d‘L’);
2
1
8

1
Aj
sz,(t) = ffj(r)e_?(t_”dr ;
0

iTZ-(t) = ie‘& cos?| |1 —5—21_“ |(u w-)|2'
/.3 : J T 0 @Wj )|
=1 =

[ee] o) 6
E E 62 uy, ;) + = (U, w;

T4-2](t) = e_atsinz ){]__t ( 1 ]) 2( 0 ]) ;
j=1 i

Jj=1 1 ——

2 2 __]t
E Tsj(t) = E |(v0,wj)| e 5 w.
j=1 j=1

In urma unor transformari care se bazeaza pe proprietatile spatiului
H si ale operatorului A, s-a obtinut ca fiecare termen tinde la zero,
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atunci cand t tinde la infinit. Astfel, patratul normei diferentei
solutiilor tinde la zero.

In calitate de operatori, care satisfac conditiile impuse, pot servi
operatori cunoscuti ca, de exemplu:

1. A:D(A) € H - L?(Q), unde H = L2(Q) este spatiul Hilbert
real uzual, Q c R™ fiind o0 multime deschisa si marginita cu frontiera
de clasa C?,

D(A) = {u € C*(Q); ulsq = 0},

- 9 9
(A =- ) a(ai,-(x) %) + a(uo),
i j

ij=1
iar
( Qaij, a:(_1—>]R{,aij € Cl(ﬁ),ae C(ﬁ),
a;j(x) = a;;(x), Vx €Q, i,j=1,n,
] a(x)=0, vxeq,
n
Y @@ 2 vIEIR vxed, vee R
\ij=1
2.A:D(A) c H » L?(0;1), unde H = L?(0; 1),
{ D(A) = {u € C*([0,1]); u(0) = u(1) = 0},
(AwW(@) = —(pu' (1)) + g()ux),
p,q:[0,1] - R, astfel incat p,p’,q € C([0,1]), p(x) = p, > 0,
q(x) =0, vx € [0;1].
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