Seria “Stiinte exacte si economice”
Matematica ISSN 1857-2073

ASPECTE GEOMETRICE SI ALGEBRICE ALE APARATULUI MATEMATIC AL
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In acest articol sunt studiate unele particularitati geometrice si algebrice ale metodelor de deducere si descriere a
structurii generale a grupurilor de tipuri diferite ale simetriilor generalizate in formd de P — simetrie si Wp — simetrie.
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GEOMETRIC AND ALGEBRAIC ASPECTS OF MATHEMATICAL APPARATUS

OF P —SYMMETRY AND W, - SYMMETRY

In the present paper there are studied some geometric and algebraic features of the method of deriving and the
description of general structure of groups of different type of the generalizations of classical symmetry in form of
P — symmetry and W, — symmetry.

Keywords: generalized symmetry, groups, quasi-homomorphe applications.

1. Cercetarea structurii generale si a proprietatilor grupurilor de diferite tipuri ale generalizarilor re-
cente ale simetriei clasice este mai complexa si mai dificilda decat problema analogica pentru grupurile de
P — simetrie [9-11].

Scopul studiului efectuat este: de a analiza particularitatile specifice atat geometrice, cat si algebrice
proprii generalizirilor recente ale simetriei clasice sub forma de P —simetrie [11,17,18] si W, — simetrie

[14,19-21], apoi de a elucida complexitatea metodelor de descriere si de deducere a grupurilor de diferite
tipuri ale acestor generalizdri in comparatie cu metodele respective, aplicate in cazul P —simetriei.

2. Generalizarile simetriei clasice 1n sens ,,fizic” (simetria clasicd se completeaza cu o legitate de trans-
formare a ,,indicilor”-calitati localizati in punctele figurii geometrice considerate F ), cum ar fi P —simetria

Zamorzaev, P — simetria sau Wp —simetria, se deosebesc intre ele printr-un sir de particularitati specifice

geometrice si algebrice. Simetriile generalizate ce se includ in schema P —simetriei in calitate de cazuri
particulare (de exemplu, antisimetria Subnikov [26], antisimetria multipla [12,13], simetria de coloratie
Belov [8,10], antisimetria de coloratie Poly [24], antisimetria de coloratie Neronova-Belov [22], antisimetria
multipla de coloratie [23], criptosimetria simpla si multipla Niggli-Wondratschek [5]) se caracterizeaza prin
faptul ca punctele figurii geometrice F considerate initial sunt inzestrate cu ,indici’-calitati de natura
scalara (ce apartin unei multimi concrete date N ={1,2,...,m}), iar legea transformarii ,,indicilor” are un

caracter global, care nu depinde de pozitia punctelor.
In ceea ce priveste transformarile de Wp —simetrie, ,,indicii” de asemenea sunt de natura scalara, dar legi-

tatea de schimbare a lor este mai complexa si poarta un caracter local, adica legea de transformare a ,,indici-
lor” depinde de pozitia punctelor. Vom mentiona ca simetria policromatica Wittke-Garrido [7] si simetria
complexa Bienenstok-Ewald [1] pot fi considerate drept cazuri particulare concrete ale Wp — simetriei, care

trateaza problema generalizarii ,,fizice” a simetriei clasice (cazul cand ,,indicii” au natura scalard) in sensul
cel mai larg posibil. In cazul P — simetriei (de asemenea, a se vedea simetria magnetica Tavgher-Zaitev [25]
si Q — simetria Koptik [6,15,16]) acesti ,,indici” reprezintd niste mdrimi omogene ce poseda orientatie (de
exemplu, vectori polari cu module egale, vectori axiali, tensori etc.). Mai mult decat atat, ei reprezinta niste
calitati proprii punctelor in care sunt localizati. Prin urmare, orice transformare de simetrie clasica a figurii

geometrice ,,indexate” actioneaza direct nu doar asupra punctelor figurii, dar si asupra ,.indicilor” lor, care

sunt rigid legati pe puncte. Drept consecinta, orice transformare de simetrie clasica a figurii ,,indexate” F (N)

genereazd o anumita substitutie a acestor ,,indici”.
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3. Orice transformare de simetrie generalizatd § a unei figuri ,,indexate” este o transformare mixta ce
constd din doud componente: prima - componenta pur geometrica (J, care este o transformare de simetrie

clasica, si a doua componentd, care include in sine 0 informatie partiala sau completd despre transformarea
windicilor”-calitati sub forma unei substitutii P sau, respectiv, a unui cortegiu de substitutii din grupul dat de

definire P (P este un grup tranzitiv de substitutii pe multimea N ).

Din definitia transformarii de P —simetrie [9] urmeaza ca componentele respective (transformarea pur
geometricd (J si substitutia ,,indicilor” P) sunt absolut independente. Fiecare componenta are domeniul siu

de actiune: componenta geometrica § actioneazd numai asupra punctelor M ale figurii ,,indexate” F®

(neglijand ,,indicii” localizati in punctele respective) pe cand ,,indicii” sunt transformati in totalitate conform
substitutiei . Ca urmare, se obtine ca aceste componente sunt comutative gp = pg = §. Operatia in

grupurile respective se efectueaza pe componente: g;; - 9;P; = 9;9;P; P; = 9y Py-

In ce priveste orice transformare de P —simetrie § = pg [17], apoi mai intai componenta geometricd
g actioneaza si asupra punctelor M si asupra ,,indicilor” I' localizati in ele, adicd ( actioneaza asupra
punctelor ,,indexate” (M, ) aplicandu-le pe punctele ,indexate” (g(M ), g(r)), si numai dupa aceasta
componenta | efectueazi o transformare suplimentara a ,,indicilor”, incat §(F™)=F™. Prin urmare,
in grupurile de P — simetrie componentele nu mai sunt comutative si joaca roluri diferite in operatia de grup:

i — — — i i — -1_ =
P.0i- P;9; = PiP;'9;9; = PY,. unde g, =0,9;. P =P,P; far p;' =0;p;0; —(Dgi(pj) este
imaginea lui 0; la automorfismul ¢(g;) =@, € AutP.

Vorbind despre transformarile mixte § de Wp — simetrie, trebuie sd subliniem ca ele sunt mult mai
complexe. Anume: ele includ in sine atat informatia despre transformarea propriu-zisa a punctelor figurii
geometrice considerate (componenta geometricd (), cat si informatia completa despre transformarea
(schimbarea) , indicilor” r, localizati in punctele interioare M, ale domeniilor fundamentale ale grupului

generator (componenta a doua). In acest caz, legea de schimbare a ,,indicilor” este formati din elemente-
substitutii ce actioneaza local (pentru punctele diferitelor domenii fundamentale, in general, exista substitutii
diferite). Deci, componenta a doua W a transformarii § = gw de W, —simetrie se prezinta sub forma unui

cortegiu de elemente ale grupului dat initial de substitutii P, adica w=<..., pgi e >

4. Orice grup de P —simetrie G™ este un subgrup in produsul direct al grupului de definire P cu
grupul generator G: G <GxP=PxG. in cazul P —simetriei orice grup G este subgrup in
produsul semidirect de dreapta al grupului de definire P cu grupul generator G, insotit de omomorfismul
. . — . o= -1 .o~
fixat ¢ : G — AUtP, unde ¢(g) =@, pentruorice g €G si g (p) =gpg ", adica G<PX 4G
In acest caz, H este nucleul omomorfismului ¢ (H = Kerg), iar @ este imaginea completa a grupului
G (®D=Imge < AutP).

Vom mentiona ca atat formularea problemei de generalizare concretd, cat si aparatul matematic al
P —simetriei reprezinti un caz particular al P — simetriei. Anume, daca actiunea componentei geometrice
g asupra ,,indicilor” este triviala (J genereaza substitutia unitate), atunci practic transformarea ,,indicilor”

este descrisa in totalitate numai de componenta [0. Mai mult decat atat, componentele geometrice Q

genereazi numai automorfismul identic al grupului de definire P, deci operatia de grup devine pe compo-
nente (cazul P —simetriei). Amintim ci produsul direct P xG se obtine ca un caz particular al produsului

P>\¢H(®)G atunci cand Kergp =G, iar @ =i este automorfismul identic al grupului P .
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Din esenta notiunii de simetrie generalizati , fizic”, cum sunt P —simetria si P — simetria, rezulta ca
orice grup G de o anumiti simetrie generalizatid cu grupul de definire P si grupul generator G reprezinti
asa o totalitate de elemente § = g(p), incat multimea componentelor geometrice § formeaza numaidecat

grupul generator G (G ={g| g(p) eé}), pe cind multimea componentelor-substitutii P formeaza o
submultime P" in grupul de definire P (P'={p|g'¥ G}g P). In cazul P —simetriei submultimea
P' intotdeauna este un subgrup in P: e<P'<P, pe cand la P —simetrie P' nu intotdeauna este un
subgrup in grupul P . Atentionim ci P' este 0 submultime cu unitatea grupului: € < P' < P. Ca rezultat,
in clasificarea grupurilor de P — simetrie pe tipuri, spre deosebire de P —simetrie, apar inca doua tipuri noi:
grupuri pseudominore (cand e=Q < P'< P, dar P' nu este subgrup) si grupuri pseudomijlocii (cand
e<QcP'cP, dar P' nu este subgrup). Vom mentiona ci clasificarea se face in dependenti de
coraportul dintre grupul de definire P, multimea substitutiilor-componente P ' si subgrupul transformrilor
P —identice Q (unde Q = G P'=G N P), care in ansamblu verific relatiile e <Q = P' < P.

Orice grup de P —simetrie completd (P "= P) cu grupul generator G poate fi dedus din grupurile P si
G in rezultatul pasilor urmatori: 1) in P si G se cautd divizorii normali Q si, respectiv, H , incat
grupurile-factor G/H si P/Q si fie izomorfe: G/H = P/Q; 2) se construieste izomorfismul y al
grupului-factor G/H pe grupul-factor P/Q conform regulii y(gH) = pQ; 3) se considera reuniunea
produselor obtinute gH - pQ (teorema principald a P —simetriei) [2]. Conform acestei teoreme, se deduc
grupurile majore (e<Q =P'=P), minore (e=Q<P'=P) si cele mijlocii (e<Q <P'=P).
Celelalte tipuri ale grupurilor de P —simetrie, anume: cele semimajore (e <Q =P'< P), semiminore
(e=Q < P'< P)si, respectiv, semimijlocii (€ <Q < P' < P) pot fi deduse in mod analogic considerand
in teorema principala subgrupul P in locul grupului P .

5. In procesul de elaborare a unor metode de deducere a grupurilor de tipuri diferite ale P — simetriei din
grupul de definire P si grupul generator G aplicatia omomorfa a unui grup pe alt grup a fost generalizatd
(cu doud niveluri de generalizare) in forma de cvasiomomorfism de dreapta al grupului pe o submultime din
alt grup [2,3,11,18]. Vom comenta pe scurt aceste aplicatii cu scopul de a ilustra mai bine trasaturile
specifice ale aparatului matematic al P — simetriei in comparatie cu aparatul matematic al P —simetriei.

Fiind date grupurile G si P si omomorfismul ¢ cu nucleul H al grupului G pe subgrupul @ din grupul
tuturor automorfismelor lui P, aplicatia y a grupului G in grupul P (conform legii y/(g) = p) se numeste
cvasiomomorfism de dreapta, daca pentru orice g; si g;din G (//(gigj) :(//(gi).(ﬁgi [Q//(gj)] = pi@gi ( pj) =P,
unde (ﬁgi =@(Q;)- Daci Kerp =G, atunci i/ degenereazi in omomorfism obisnuit. Nucleul aplicatiei

cvasiomomorfe de dreapta y (Keriy = H') este un subgrup in G, care, in general, nu este un divizor
normal. Imaginea completd P a grupului G la cvasiomomorfismul de dreapta w (Imy = P’), in general,
nu este grup, dar verifica conditia e P’ P. Pentru orice g; din G\H' vomaveaci y/(g;H') = p, #e
(unde € este unitatea grupului dat P); dacd g;H"# g ;H’, atuncisi p; # p;. In acest caz ¢ se numeste
omomorfismul insotitor al aplicatiei v .

Aplicatia 7 a grupului G in multimea claselor de resturi de dreapta ale grupului P in raport cu sub-
grupul sau adevarat Q, conform legii /(g;) = Qp;, se numeste cvasiomomorfism de dreapta generalizat,
daca w(g,)=Qp, si ¢/7(gj) =Qp; implicd egalitatile y?(gigj) =Qp; -@gi (ij) =Qp, . Pentru ca

aplicatia (7 a grupului G in multimea claselor de resturi de dreapta ale grupului finit P in raport cu
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subgrupul siu adevarat Q (conform legii (g;) = Qp, ) si fie cvasiomomorfism de dreapta generalizat, este
necesar si suficient ca ¢ (Q) = p~'Qp pentru orice element g al grupului G si Qp =7(g)-

In orice grup G de P -simetrie cu grupul generator G, nucleul H al omomorfismului insotitor
@:G — AutP, subgrupul Q de transformari P-identice si subgrupul H' de simetrie (H'=G NG) se
contine in calitate de subgrup un grup H ) (cu operatia de grup pe componente), care formal nu se

deosebeste de grupurile de P-simetrie. Din aceastd cauza grupul H ) este considerat in continuare drept
grup de P-simetrie cu grupul generator H, cu acelasi subgrup Q de transformari P-identice si cu subgrupul

de simetrie H" ,unde H"=H'~H .
Pentru grupurile finite P orice grup de P -simetrie poate fi dedus din grupul siu generator G, cunos-
cand nucleul H al omomorfismului insotitor ¢ : G — AUtP, facand urmatorii pasi: 1) se gasesc in P toate

subgrupurile Q si submultimile P’ ce se descompun in clase de resturi de dreapta in raport cu Q , iarin G

toate subgrupurile H' de indice egal cu puterea multimii tuturor claselor de resturi de dreapta ale lui P’ in
raport cu Q, pentru care existd izomorfismul grupurilor-factor P"/Q si H/H”, unde e<Q<P" c P’,

P"<P, Q«P", jar H'=H'nH si H"<H; 2) se construieste cvasiomomorfismul de dreapta
generalizat i cu nucleul H' al grupului G pe multimea tuturor claselor de resturi de dreapta ale lui P’ in
raport cu Q, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H, si care pastreaza corespondenta dintre elementele
lui P" si H obtinuta in rezultatul izomorfismului grupurilor-factor H/H" si P"/Q; 3) se combina in
perechi fiecare g din G cu fiecare p’ din Qp =w(Q) si se introduce in multimea acestor perechi operatia
Pigi - P;g; = pi@gi(pj)gigj = P9y unde @ =p(9;) si @, (P;)=0; pjg;1 (teorema principald a
P -simetriei) [3,11].

VVom mentiona ca pentru Q =€, adica pentru grupurile minore, semiminore si pseudominore, teorema
principald a P -simetriei se simplifica foarte mult, folosindu-se de acum aplicatiile cvasiomomorfe de
dreapta i cu nucleul H' al grupului generador G pe submultimea P’ a grupului de definire P, insotit de
omomorfismul ¢ cu nucleul H, care pastreaza corespondenta dintre elementele lui P” si H obtinutd in
rezultatul izomorfismului grupului-factor H/H" pe grupul P”,unde e<P" < P’.

6. In ce priveste Wp — simetria, aparatul matematic este mult mai complex [3,4,21], deoarece el tine cont

A

de transformarea ,,indicilor” in fiecare din punctele G —echivalente, unde G este grupul generator. Vom
comenta pe scurt esenta si bazele teoriei generale a Wp — simetriei pentru a ilustra mai bine trasaturile

specifice si deosebirile dintre aceasta generalizare a simetriei clasice si alte generalizari bine cunoscute.
Construim produsul cartezian W al copiilor izomorfe cu P si indexate sus in dreapta cu elemente din G,
adici W =[], . P9, (unde P%=P). Fie ca se da includerea izomorfd ¢ a grupului G in grupul tuturor

automorfismelor grupului W conform regulii ¢ g =¢, =@, unde automorfismul § actioneazd asupra

g;eG

elementelor w=<...,p%,...> din W prin intermediul g-deplasarilor la stinga ale componentelor lor, adica
gw)=w® =<...,p%,..>. Se considerd multimea A=GW tuturor perechilor gw, unde g € G si w €W,
care este un grup cu legea de compozitie g;W; - g;w; =g,W,, unde g, =0;9;, W, =J;(w)w, :vvig"wj iar
w2 (g,)=w (g ;9x) - Grupul A este numit impletire (torsificare) standarda carteziana de stanga a grupului
P cu grupul de operatori G, insotita de deplasarea directa la stanga a componentelor. Structura algebrica
obtinuti se noteazi cu simbolul G Wr P sau cu simbolul GzP. Este evident faptul ca grupul A este un
produs semidirect de stanga [2] al grupului W cu grupul de operatori G, insotit de izomorfismul
@:G— AutW curegula p(g)=g.
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De mentionat ca rolul grupurilor G si P in impletirea standarda carteziana de stanga obtinutd este diferit.
Anume: grupul P joaca un rol pasiv, participand cu copiile sale izomorfe in structura considerata, pe cand
grupul G joaca un rol activ, implicandu-se prin intermediul elementelor sale in operatia de grup si generand
anumite automorfisme ale grupului W . Mai mult decat atat, toate automorfismele neidentice ale grupului
W, generate de elementele g din grupul G prin intermediul g —deplasarilor la stanga ale componentelor

din W, sunt externe. In particular, daci W este un produs direct al copiilor izomorfe cu grupul P si indexate
cu elemente din grupul G, atunci prin analogie se obtine impletirea standarda directa de stanga a grupurilor P
si G, care se noteaza cu simbolul G wr P sau cu simbolul GP .

In cazul transformarilor g(W) =gw de W - simetrie componenta pur geometricd ¢ actioneaza direct nu-

mai asupra punctelor figurii geometrice F , indexate” si nu actioneaza asupra , indicilor” localizati in aceste
puncte (ei sunt niste marimi scalare analog cazului P-simetriei lui Zamorzaev). In ce priveste componenta a
doua W (legea de transformare a ,indicilor’, unde weW ), ea are o structurd cu multe ,,componente”

W=<.., p%,.. >, unde ,,componentele” sunt nu altceva decat substitutii din grupul initial P ., Indicele”

localizat in punctul M, =g, (M,) (unde punctul M, este un punct fixat de pozitie generalad a figurii F
fatd de grupul G) se transformi de citre componenta P° din w [19]. Este evident ci puterea multimii de

puncte G —echivalente cu punctul M, coincide cu numarul de ,,componente” pgi in W. Amintim, ca

grupul W este egal cu produsul cartezian al copiilor izomorfe ale grupului initial de definire P, indexate cu
elemente din grupul generator G.

Multimea G W) transformirilor de W, -simetrie ale unei figuri ,,indexate” F™) formeaza un grup, care
este subgrup in impletirea standardi carteziani de stinga a grupului initial de substitutii P cu grupul de
simetrie G, finsotita de izomorfismul ¢:G —> AutW (unde W :ﬁgiee PY, o(g)= (ﬁg =g, iar
g(w) = w® =<..., p%,...>), adica G <G Wr P.

Multimea W' a tuturor componentelor W din transformarile g™ =gw= <g|p%, p%,...>
grupului " de W, -simetrie, in general, nu formeazd un grup. W' este o submultime cu unitatea
W, a grupului W (w, cW'<W ). Subgrupul V al transformarilor W -identice ale grupului g™
v =" ~Aw’ =G") AW ) intotdeauna este un divizor normal in G in ce priveste subgrupul de
simetrie H al grupului G W) (H= " ~G ), el, in general, nu este un divizor normal.

Dintre proprietdtile specifice ale grupurilor de W ; -simetrie ce tin de structura lor generald vom mentiona
doar urmitoarele: 1) In orice grup de W, -simetrie G(W”), cu grupul initial de substitutii P si grupul
generator G, submultimea W' ={w|g™ € G(W”)}, subgrupul V de transformari W-identice si subgrupul de
simetrie H, se contine in calitate de subgrup grupul Gl(Wl). Grupul Gl(Wl) este determinat de acelasi grup
initial de substitutii P, are grupul generator G, (unde G, <G), iar totalitatea componentelor W ce caracte-
rizeaza transformarea ,,indicilor” formeaza subgrupul W, din W, care verifica conditiile W, < DiagW = P
si W, cW'). Vom mentiona ca grupul Gl(Wl) are subgrupul V; de transformari P -identice (unde
V, =V nDiagW ) si subgrupul de simetrie H. Grupul Gl(W1) formal nu se deosebeste de grupurile de
P —simetrie. 2) Daca grupul W este finit, atunci: a) V9 =wVw™ pentru componentele g si w ale

transformarilor g din G(W”), b) orice element al clasei de resturi Hg este combinat in perechi cu fiecare
element al clasei de resturi WV , iar elementele claselor diferitt Hg; si Hg; — cu elementele claselor

diferite W,V si, respectiv, WjV .
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Fie date grupurile G si P si omomorfismul ¢ cu nucleul H al grupului G in grupul AutP, unde
p(9)=p, si @g(p):gflpg: p'eP. Aplicatia x a grupului G in grupul P, conform regulii
#(9)=p, se numeste cvasiomomorfism de stdnga, dacd pentru orice ¢; si g; din G avem

/u(gigj) = @gj (1(9,))- /u(gj) = @gj (p)- p;=p, Dacd nucleul omomorfismului  insotitor

@G — AutW al aplicatiei cvasiomomorfe de stanga 4 a grupului G in grupul W = ﬁgieG P9 este egal

cu unitatea din G (adica, daca ¢ este un izomorfism), atunci z Se numeste cvasiomomorfism de stinga

natural. Mai mult decat atat, daca automorfismele respective ¢(g)=( sunt generate de ¢ —deplasarile la
stanga ale componentelor in W din W (adica, g(w) =w?), atunci aplicatia g Se numeste cvasiomomor-

fism de stinga natural exact al grupului G in grupul W .
Aplicatia zz a grupului G pe submultimea X a multimii tuturor claselor de resturi de stinga a grupului W

in raport cu subgrupul siu V conform regulii z(g) =WV se numeste cvasiomomorfism de stinga natural
exact generalizat, fnsotit de deplasarea la stanga directd, daca, pentru orice ¢;,d; € G, relatiile 2(9;) =wV

si 2(9;)=w,V implica 71(g,9;) =(WV)* *w,V =wV , unde wV, w\V, wV e X
Orice grup de " de W, -simetrie, cu grupul W finit, poate fi dedus din grupul sdu generator G si
grupul W = Hgi . P% prin pasii urmdtori: 1) se cautd in W toate subgrupurile V si submultimile W' ce se

descompun in clase de resturi de stanga fata de V , iar in G toate subgrupurile H de indice egal cu puterea
multimii claselor de resturi ale lui W' in raport cu V si pentru care existd izomorfismul 4:G,/H —>W, /V,,

unde G, <G, W, <DiagW , W, cW"', iar V, =V n DiagW si V, <W,; 2) se construieste cvasiomo-
morfismul de stinga natural exact generalizat z cu nucleul H al grupului G pe multimea tuturor claselor
de resturi de stanga ale submultimii W' in raport cu V conform regulii z(g;) = W,V , ce péstreazi corespon-
denta dintre elementele grupurilor-factor G, /H si W, /V,, obtinuta in rezultatul izomorfismului A ; 3) se
combini in perechi fiecare g din G cu fiecare W’ din clasa de resturi WV = z2(g) si in totalitatea acestor
perechi se introduce legea de compozitie Q;W; o g;W; = gigj(Wi)gJ W; = g, W, (teorema principald a
W, -simetriei [3,21]).

Vom mentiona cd, in cazul W -simetriei, nu existd grupuri minore (W, =V <W'=W) pentru
generalizarile netriviale (| P [> 2, unde P este grupul de substitutii initial dat). Pentru grupurile semiminore
(W, =V <W'<W) si cele pseudominore (W, =V cW ' 'cW si W' nu-i grup) teorema principald a
W, -simetriei se simplifici mult, folosindu-se de acum aplicatiile cvasiomomorfe de stinga naturale exacte
4 cu nucleul H al grupului G pe submultimea W' din W, insotit de izomorfismul ¢ :G — AutW
(conform regulii @(g)=), care pastreaza corespondenta dintre elementele lui G, si W,, obtinutd in
rezultatul izomorfismului grupului-factor G, / H pe W, unde G, < G, w, <W, < DiagW si W, cW'.
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