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UNELE ASPECTE ALE TEORIEI GENERALE A GRUPURILOR DISCRETE 

PSEUDOMINORE DE qW -SIMETRIE 

 Alexandru LUNGU, Marina BRANIŞTE 

Catedra Algebră şi Geometrie 
 
In the present paper there are formulated and analyzed the necessary and sufficient conditions to describe the 

concrete structure every pseudo-minor group of qW -symmetry, inferred from generating group G  and initial defining 

group of permutation P . 
 

 
1. Scopul studiului efectuat este: în primul rând, de a determina condiţiile necesare şi etapele ce urmează 

a fi efectuate pentru a deduce toate grupurile pseudominore de qW -simetrie din grupul dat de simetrie clasică 

G  în calitate de grup generator, grupul tranzitiv iniţial dat de substituţii P  pe o mulţime de „indici”-calităţi 
orientate şi cu nucleul concret al omomorfismului însoţitor; în al doilea rînd, de a analiza structura concretă a 
grupurilor pseudominore deduse conform metodei elaborate.  

2. Întâi de toate, vom aminti, telegrafic, unele momente ale bazelor teoriei generale a grupurilor discrete 
de qW -simetrie [1]. Fie 1M  un punct de poziţie generală al figurii geometrice F  cu grupul de simetrie G . 

Acţionând cu grupul G  asupra punctului 1M  se obţin punctele G -echivalente, adică 1( )k kg M M F= ∈ , 

unde kg G∈ . Se dă mulţimea ordonată { }1, 2,...,N m=  de „indici”, care reprezintă m  mărimi orientate de 
aceeaşi natură generală (de exemplu, vectori cu acelaşi modul, dar cu direcţii diferite). Se fixează grupul 
tranzitiv de substituţii P  al acestor „indici”, apoi se construieşte produsul cartezian W  al copiilor izomorfe 
cu P , indexate sus în dreapta cu elementele grupului G . Pentru fiecare element g G∈  se defineşte aplica-

ţia gw  a grupului W  pe sine după regula : gg w w→w , unde ( ) ( )g
i iw g w gg=  pentru toţi ig G∈  şi w W∈ , 

iar prin simbolul ( )iw g  se notează „componenta ig ” în w . Cu alte cuvinte, gw  reprezintă g -deplasarea la 

stânga a componentelor în w , adică 1 2: , , ,...g ggg w w w p p=w
a , iar 1 2, ,...gg gggw p p= . Se cunoaşte 

că aplicaţia gw  este automorfism al grupului W , iar aplicaţia ϕ  a grupului G  în grupul AutW  al tuturor 
automorfismelor lui W , ce pune în corespondenţă fiecărui g  din G  automorfismul gw , reprezintă un izo-
morfism [2,3]. De asemenea, se construieşte omomorfismul τ  al grupului G  pe subgrupul Φ  din grupul 
AutW  cu nucleul 1Ker Hτ = , unde ( ) ggτ τ= v  şi 1( )g w gwgτ −=v . Mulţimea A  a tuturor perechilor wg , 

unde w W∈  şi g G∈ , formează un grup cu operaţia i i j j k kw g w g w g∗ = , unde ( )i

i

g
k i g jw w wτ= v , iar 

k i jg g g= , numit împletire standard carteziană încrucişată a grupului P  cu grupul G , însoţit de deplasarea 

la stânga directă şi omomorfismul τ  al conjugării de dreapta, adică ( )HA P Gτι Φ=
wv

.  

Fiecărui punct al figurii F  i se atribuie cel puţin unul din „indicii” mulţimii N . În rezultat se obţine 
figura „indexată” ( )NF . Se numeşte transformare de qW -simetrie aşa o aplicaţie izometrică ( )wg wg=  a 

figurii „indexate” ( )NF  pe sine, în care componenta geometrică g  (transformarea de simetrie) acţionează şi 
asupra punctelor 1( )k kM g M=  ale figurii F  şi asupra indicilor atribuiţi lor după o lege dinainte dată, ce nu 

depinde de poziţia punctelor, iar substituţia kgp  („componenta - kg ” în w ) reprezintă o substituţie supli-

mentară a indicilor în punctul kM , astfel încât figura ( )NF  să se aplice pe sine. 
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Totalitatea ( )qWG  tuturor transformărilor de qW -simetrie ale oricărei figuri „indexate” ( )NF  formează  

un grup cu operaţia: ( )( ) ( )ji kww w
i j kg g g⋅ = , unde k i jg g g= , ( )j

i

g
k i g jw w wτ= v , ( ) ( )jg

i k i j kw g w g g= , iar 
1( )

ig j i j iw g w gτ −=v . ( )qWG  se numeşte grup de qW -simetrie al figurii „indexate” ( )NF . 

Fie ( )qWG  un grup de qW -simetrie. Notăm prin W ′  totalitatea tuturor w  ce intră ca componente în 

transformările ( )wg  din ( )qWG . Mulţimea W ′ , în caz general, poate să nu fie grup, dar ea verifică condiţia 

0w W W′⊆ ⊆ , unde 0w  este unitatea grupului W . Grupul ( )qWG  este de qW -simetrie completă sau in-

completă, dacă W W′ =  sau 0w W W′⊂ ⊂ . Grupul G  se numeşte generator pentru ( )qWG  ( ( )qWG G= , 
dacă 0W w′ = ), totalitatea tuturor grupurilor de qW -simetrie cu acelaşi grup generator se numeşte familie de 
grupuri, iar mulţimea grupurilor din aceeaşi familie, care au acelaşi nucleu al omomorfismului însoţitor, se 
numeşte subfamilie. 

Toate grupurile 
( )qWG de qW -simetrie concretă ale familiei cu grupul generatorG, acelaşi nucleu 1Ker Hτ =  

al omomorfismului însoţitor şi grupul i

i

g
g GW P∈= Π  al „substituţiilor” multicomponente suplimentare re-

prezintă subgrupuri ale împletirii standard încrucişate a grupului de substituţii P  cu grupul de operatori G , 
însoţită de deplasarea directă la stânga şi omomorfismul τ  de conjugare spre dreapta: 

1

( )
( )

qW
HG P Gτι Φ≤

wv
. 

Dacă grupul ( )qWG  este de qW -simetrie completă, atunci ( )qWH G G= I  este subgrupul de simetrie, iar 
( )qWV G W= I  este subgrupul transformărilor W -identice. Grupul ( )qWG  se numeşte major, minor sau 

mijlociu, dacă, respectiv, V W= , 0V w=  sau 0w V W< < . Dacă grupul ( )qWG  este de qW -simetrie incom-

pletă cu totalitatea de substituţii ale indicilor W ′  ( 0w W W′⊂ ⊂ ), atunci ( ) ( )q qW WG W G W V′ = =I I . 

Grupul ( )qWG  se numeşte semimajor (W ′ -semimajor), semiminor (W ′ -semiminor) sau semimijlociu 
( ( ),W V′ -semimijlociu) corespunzător cazurilor când V W ′= , 0w V W ′= <  sau 0w V W ′< < . Dacă W ′  

nu este subgrup ( 0w W W′⊂ ⊂ ), atunci grupul ( )qWG  se numeşte W ′ -pseudominor sau ( ),W V′ -pseudo-

mijlociu, dacă 0V w=  sau, respectiv, 0w V W ′< ⊂ . 

În cazurile cînd subgrupul V  de transformări W -identice ale grupului ( )qWG  este unitar, omomorfismul 
ϕ  cu nucleul V  al grupului ( )qWG  pe grupul său generator G  conform regulii ( )( )wg gϕ =  este pur şi 
simplu un izomorfism. Drept consecinţă, grupurile minore, semiminore şi pseudominore de qW -simetrie sunt 
izomorfe cu grupurile lor generatoare.  

Pentru a obţine o generalizare netrivială a simetriei clasice trebuie ca grupul respectiv de substituţii P  să 
verifice condiţia 2P ≥ . În consecinţă, 2GGW P G= ≥ > . Grupurile minore de qW -simetrie, dacă ele 

ar exista, trebuie să verifice condiţia W G≤ . Ultima relaţie e incompatibilă cu cerinţa W G> . Deci, 

grupuri minore de qW -simetrie pur şi simplu nu există. 
3. În acest subpunct vom comenta pe scurt proprietăţile aplicaţiilor cvasiomomorfe [4-6] cu ajutorul cărora 

au fost formulate şi fundamentate metode de deducere a grupurilor minore, semiminore şi pseudominore de 
P -simetrie [7,8], a grupurilor semiminore şi pseudominore de pW -simetrie [9,10] şi a grupurillor semi-

minore de qW -simetrie [11] din grupurile de definire fixate iniţial P şi grupurile generatoare G. De asemenea, 

vom comenta, telegrafic, structura generală a grupurilor discrete pseudominore de qW -simetrie [12] din 
punctul de vedere al generalizărilor simetriei clasice.  
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Fie sunt date grupurile G  şi P  şi omomorfismul : G AutPϕ →Φ ≤ , cu nucleul Ker Hϕ = , unde 

( ) ggϕ ϕ= w  şi 1( )g p g pgϕ −=w . Aplicaţia μ  a grupului G  în grupul P  (adică pe o submulţime P′  a grupu-

lui P ), după legea ( )g pμ = , se numeşte cvasiomomorfism de stânga, dacă pentru orice 1g  şi 2g G∈ , din 

faptul că ( )1 1g pμ =  şi ( )2 2g pμ =  rezultă că ( ) ( )
21 2 1 2 3gg g p p pμ ϕ= =w , unde 1 2 3, ,p p p P′∈ , iar 

( )
2 2g gϕ ϕ=w  – automorfismul grupului P , corespunzător elementului 2g G∈  după omomorfismul ϕ . 

Vom spune că ϕ  este omomorfismul însoţitor al aplicaţiei μ . Dacă nucleul Kerϕ 1= , atunci μ  se numeşte 
cvasiomomorfism de stânga natural. Cvasiomomorfismul μ  al grupului G  pe submulţimea W ′  din grupul 

i

i

g
g GW P∈= Π  se numeşte cvasiomomorfism de stânga natural direct, dacă automorfismul g gϕ =w w  acţio-

nează asupra elementelor w  din ( )Gμ  prin intermediul g -deplasărilor la stânga a componentelor, adică 
1 2 1 2( ) ( , ,..., ,... ) , ,..., ,...k kg ggg g gg gg gg w g p p p p p p w= < > =< >=w w . 

Pentru ca aplicaţia μ  a grupului G  pe submulţimea W ′  din 1 2 ...g gW P P= × ×  şă fie un cvasiomomor-

fism de stânga natural direct, este necesar şi suficient ca ( )jg
i j j i j kw w g w w w W ′= = ∈w  pentru orice jg , 

ig G∈ , ,i jw w W ′∈  şi ( )j jg wμ = . 

Fie sunt date grupurile G , P  şi i

i

g
g GW P∈= Π  (unde igP P≅ ), aplicaţia izomorfă : G AutWϕ →  după 

regula ( )g gϕ = w , unde automorfismul gw  acţionează asupra elementelor w  prin intermediul g -deplasărilor 
de stânga a componentelor lor şi, de asemenea, omomorfismul : G AutWτ →Φ ≤ cu nucleul Ker Hτ = , 
unde ( ) ggτ τ= v  şi 1( )g w gwgτ −=v .  

Aplicaţia ψ  a grupului G  pe submulţimea W ′  a grupului W  după legea ( )g wψ =  se numeşte cvasio-
momorfism de dreapta, însoţit de omomorfismul τ  al conjugării de dreapta, dacă pentru orice ig  şi jg , ce 

aparţin grupului G , din faptul că ( )i ig wψ =  şi ( )j jg wψ =  urmează că ( ) ( )
ii j i g j kg g w w wψ τ= =v , unde 

, ,i j kw w w W ′∈ .  

Aplicaţia α  a grupului G  pe submulţimea W ′  a grupului W, după legea ( )g wα = , se numeşte cvasio-
momorfism încrucişat, însoţit de deplasarea la stânga directă a componentelor şi omomorfismul τ  al conju-
gării de dreapta, dacă pentru orice ig  şi jg , ce aparţin grupuluiG , din faptul că ( )i ig wα =  şi ( )j jg wα =  

urmează că ( ) ( )j

i

g
i j i g j kg g w w wα τ= =v , unde , ,i j kw w w W ′∈ , ( ) ( )jg

i k i j kw g w g g= , iar 1( )
ig j i j iw g w gτ −=v . 

Observăm că pentru toţi 1gτ =
vv  (unde 1

v
 este automorfismul identic al grupului W  şi g G∈ ) cvasio-

momorfismul încrucişat α  degenerează în cvasiomomorfism de stânga. Dacă gw w=  (pentru toţi g G∈  şi 

( )w Gα∈ ), atunci cvasiomomorfismul încrucişat α  degenerează în cvasiomomorfism de dreapta, însoţit 

de omomorfismul τ . Menţionăm că orice automorfism gw  din grupul ( )G Gϕ=
w

, unde ϕ  este o includere 
izomorfă a grupului G  în grupul AutW , aplică identic orice element w  din subgrupul DiagW . Cu alte 
cuvinte, restricţia automorfismului gw  al grupului W  pe subgrupul său DiagW  este pur şi simplu aplicaţie 
identică.  

În continuare vom formula câteva proprietăţi ale cvasiomomorfismului încrucişat. 
1) La cvasiomomorfismul încrucişat α  al grupului G  în grupul W  imaginea unităţii din G  este unitatea 

din W . 
2) Nucleul cvasiomomorfismului încrucişat α  al grupului G  în grupul W  este un subgrup al grupului 

G : Ker H Gα ′= < ; în caz general H ′  nu-i divizor normal. 
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3) Pentru ca la cvasiomomorfismul încrucişat α  cu nucleul Ker Hα ′=  al grupului G  pe submulţimea 
W ′  din W  fiecărei clase de resturi de stânga gH ′  să-i corespundă doar un singur element w  din W ′ , e 
necesar şi suficient ca pentru orice element h H ′∈  şi w W ′∈  să se verifice egalitatea hw w= .  

4) Dacă nucleul H ′  al cvasiomomorfismului încrucişat α  al grupului G  în grupul W  este subgrup al 
nucleului H  al omomorfismului însoţitor τ , atunci la aplicaţia α  fiecărei clase de resturi de dreapta H g′  a 
grupului G  după subgrupul H ′  i se pune în corespondenţă doar un singur element w  din grupul W .  

5) Dacă nucleul H ′  al cvasiomomorfismului încrucişat α  al grupului G  în grupul W  este divizor 
normal în G  ( H G′< ) şi se include în nucleul H  al omomorfismului însoţitor τ  ( H H′ ≤ ), atunci: 

a) fiecărei clase de resturi de stânga gH ′ aplicaţia α  îi pune în corespondenţă numai un singur 
element w  din grupul W;  

b) pentru orice h H ′∈  şi ( )w Gα∈  are loc egalitatea hw w= ; 
c) elementelor h H ′∈  le corespund, conform omomorfismului τ , numai acele automorfisme hτ

v , a 

căror acţiune asupra ( )Gα  coincide cu acţiunea automorfismului identic i  al grupului W ; 
d) tuturor elementelor gh  din clasa de resturi fixată gH ′  le corespund conform omomorfismului 

însoţitor τ  numai acele automorfisme ghτv  a căror acţiune asupra lui ( )Gα  este aceeaşi. 
6) Dacă grupul G  la cvasiomomorfismul încrucişat α  se aplică pe submulţimea W ′  a grupului W , 

atunci W ′  nu întotdeauna este grup. 
7) Restricţia pe H  a cvasiomomorfismului încrucişat α  cu nucleul Ker Hα ′=  al grupului G  pe sub-

mulţimea 'W  din grupul W, însoţit de deplasarea directă la stânga şi omomorfismul τ  al conjugării de dreapta 
cu nucleul Ker Hτ = , este un cvasiomomorfism de stânga natural ( 1)Kerϕ = . Mai mult, ( )H Wα ∗=  şi 

0w W W∗ ′⊆ ⊆ . 

Teorema 1 [12]. Pentru ca ( )qWG  să fie grup W ′ -pseudominor de qW -simetrie cu grupul generator G , 

grupul iniţial de substituţii P  şi nucleul 1H  al omomorfismului însoţitor : G AutWτ → , este necesar şi 

suficient: 1) ( )qWG  să fie subgrup al grupului major ( )qWG =
1 ( ) 1[ , , , ]HP G P H Gτι Φ = Φ

w wvv
 al aceleiaşi familii şi 

aceleiaşi subfamilii, adică ( )
1[ , , , ]qWG P H G< Φ

wv
; 2) în ( )qWG  să fie valabilă regula de înmulţire a elemente-

lor ( )( ) ( )ji kww w
i j kg g g∗ = , unde k i jg g g= , ( )j

i

g
k i g jw w wτ= v , ( ) ( )jg

i s i j sw g w g g= , iar 1( )
ig j i j iw g w gτ −=v ; 

3) ( )qWG  constă din aşa transformări ( )wg wg= , ale căror componente w  şi g  să formeze submulţimea cu 
unitate W ′  a grupului 1 2 ... ...ngg gW P P P= × × × ×  (care însă nu este subgrup în W ) şi, respectiv, grupul 

generator G : 0w ⊂ { }( )( ) qWwW w g G W′ = ∈ ⊂  şi { }( )( ) qWwG g g G= ∈ ; 4) aplicaţia ϕ  a grupului ( )qWG  

pe grupul G  conform regulii ( )wg gϕ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  să fie izomorfă. 

Teoremă 2 [12]. În orice grup W ′ -pseudominor de qW -simetrie ( )qWG  cu grupul generator G , nucleul 

1H  al omomorfismului însoţitor : G AutWτ →  şi subgrupul de simetrie H , se conţine în calitate de sub-

grup un grup de pW -simetrie ( )
1

pWH  al familiei cu grupul generator 1H  şi subgrupul de simetrie H ′ , unde 

1H H H′ = I . 

Remarca 1: Grupul ( )
1

pWH  poate fi pur şi simplu generator (adică ( )
1 0 1

pWH w H= × ), semiminor (dacă 

1W ( )( )
1{ | }pWww g H= ∈  este subgrup în W ) sau pseudominor (dacă 1W  nu este subgrup în W ). 

Teorema 3 [12]. În orice grup W ′ -pseudominor de qW -simetrie ( )qWG , cu grupul generator G , nucleul 

1H  al omomorfismului însoţitor :G AutWτ →  şi subgrupul de simetrie H, se conţine în calitate de sub-
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grup, grupul ( )
1

WG ′′

 
de P -simetrie cu grupul generator 1G , acelaşi nucleu 1H  al omomorfismului însoţitor τ  

şi cu totalitatea { }( ) ( )
1

w WW w g G ′′′′ = ∈  de „substituţii” suplimentare, unde 1G G≤ ,  iar W W DiagW′′ ′= I . 

Remarca 2: Grupul ( )
1

WG ′′  poate fi minor (dacă W P′′ ≅ , adică dacă W DiagW W′′ ′= ⊂ ), semiminor 
(dacă W DiagW′′ <  şi W W′′ ′⊂ ), pseudominor (dacă W W′′ ′⊂ , dar W ′′  nu-i subgrup în DiagW ) sau 
pur şi simplu generator (dacă 0W w′′ = , adică ( )

1 0 1
WG w G′′ = × ). 

Pentru prezentarea structurii grupurilor pseudominore ( )qWG  de qW -simetrie în [11,12] este propus urmă-

torul simbol complex (cu mai mulţi termeni): 1 1 1 1[ , , , ] /( ' | | ''; | ', | | '') ,pP H G W W W H H G H H HΦ
wv

 care con-
ţine suficientă informaţie despre structura concretă a grupului. 

4. În continuare vom formula şi vom demonstra teorema ce conţine condiţiile necesare şi sufuciente 
pentru deducerea completă a grupurilor pseudominore de qW -simetrie din grupurile lor generatoare G şi 

grupul iniţial de substituţii P .  
Teorema 4: Pentru a deduce toate grupurile pseudominore ( )qWG  de qW -simetrie cu grupul generator 

G , nucleul 1H  al omomorfismului însoţitor : G AutWτ →  şi grupul multicomponent de „substituţii” 
i

i

g
g GW P∈= Π , este necesar şi suficient:  

1) Să se găsească în grupul W  orice submulţime cu unitate 'W  (care nu este subgrup), iar în grupul G  
aşa subgrupuri H  ce au indicele egal cu puterea submulţimii 'W ;  

2) Să se construiască cvasiomomorfismul încrucişat α  al grupului G  pe submulţimea W ′  cu nucleul 
Ker Hα =  conform regulii ( )Hg wα = , a cărui restricţie pe subgrupul 1H Kerτ=  este un cvasi-
omomorfism de stânga natural exact cu nucleul 1'H H H= ∩ ; 

3) Să se stabilească în calitate de componente ale transformării ( )wg wg=  elementele din grupul G  şi 
submulţimea W ′  ce corespund unele altora conform lui α ;  

4) Să se introducă în mulţimea perechilor obţinute operaţia 
( )( ) ( )ji kww w

i j kg g g∗ = ,       (1) 

unde k i jg g g= , ( )j

i

g
k i g jw w wτ= v , ( ) ( )jg

i s i j sw g w g g= , iar 1( )
ig j i j iw g w gτ −=v . 

Demonstraţia necesităţii: Fie ( )qWG  - grup W ′ -pseudominor de qW -simetrie, ce are grupul generator 

G , nucleul 1H  al omomorfismului însoţitor : G AutWτ →  şi subgrupul de simetrie H . Atunci, elemen-

tele grupului ( )qWG  se înmulţesc după regula (1), iar intersecţia grupului ( )qWG  cu grupul multicomponent de 
„substituţii” i

i

g
g GW P∈= Π  este egală cu unitatea 0w  a grupului W  şi coincide cu intersecţia grupului ( )qWG  

cu mulţimea componentelor-„substituţii” ( )( )' { | }qWwW w g G= ∈ , care verifică condiţia 0 'w W W⊂ ⊂  [1]. 

Stabilim aplicaţiile λ  şi σ  ale grupului ( )qWG  respectiv pe grupul său generator G  şi pe submulţimea 
cu unitate W ′  conform legilor ( )wg gλ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  şi ( )wg wσ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , unde g  şi w  sunt componente ale transfor-

mării ( )( ) qWwg G∈ . Evident, că λ  este izomorfism. De aceea, există izomorfismul invers 1λ−  al grupului G  

pe ( )qWG  conform regulii 1 ( )( ) wg gλ− = . 

Vom arăta că σ  este cvasiomomorfism încrucişat cu nucleul H  al grupului ( )qWG  pe W ′ . Într-adevăr, 
fie ( )iw

i ig wσ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  şi ( )jw
j jg wσ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ . Atunci, conform operaţiei de înmulţire a elementelor din ( )qWG , se 

obţine că ( )( ) ( )ji kww w
i j k kg g g wσ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∗ = =⎣ ⎦⎣ ⎦ , unde k i jg g g= , iar ( )j

i

g
k i g jw w wτ= v . Menţionăm că jg

iw  se 
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obţine din iw  prin intermediul jg -deplasării la stânga a componentelor, iar 1( )
ig j i j iw g w gτ −=v . Prin urmare, 

automorfismele jgw , ce determină jg -deplasările la stânga ale componentelor în fiecare w  din W ′ , se evi-

denţiază la includerea izomorfă ϕ  a grupului G  în grupul AutW  după regula ( )j jg gϕ = w , iar 

automorfismele 
igτ

v  – la omomorfismul însoţitor : G AutWτ →  conform regulii ( )
ii ggτ τ= v . Este evident 

că nucleul Ker Hσ = , unde ( )qWH G G= I  este subgrupul de simetrie al grupului ( )qWG .  
Subgrupul de pW − simetrie ( )

1
pWH  se aplică de către σ  pe totalitatea ( )( )

1 1{ | }pWwW w g H= ∈ , care verifică 

următoarea condiţie 0 1 'w W W⊆ ⊂ . Nemijlocit se verifică că restricţia lui σ  pe ( )
1

pWH  este un cvasiomomor-

fism de stânga natural exact, al cărui nucleu 'H  coincide cu intersecţia lui ( )
1

pWH  cu subgrupul de simetrie 
0( )wH , adică 1'H H H= ∩ . 

În calitate de aplicaţie α  a grupului G  pe W ′  luăm rezultatul efectuării succesive ale aplicaţiilor 1λ−  şi 
σ  cu legea 1 ( )( ) ( ) wg g g wα σλ σ− ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ , unde g  şi w  sunt componente ale transformării ( )wg  din 

( )qWG . În calitate de Kerα  este subgrupul H , aşa cum 1λ−  este un izomorfism, iar Ker Hσ = . 
Deoarece grupul W ′ -pseudominor ( )qWG  de qW -simetrie constă numai din elementele ( )wg wg= , unde 

componentele geometrice g  sunt diferite pentru diferite elemente ( )wg  şi determină grupul G , iar compo-

nentele w  formează submulţimea cu unitate W ′  a grupului W  (unde W W′ </ ), apoi pentru grupul ( )qWG  
sunt satisfăcute toate condiţiile descrise în enunţul teoremei. 

Demonstraţia suficienţei. Vom demonstra acum că mulţimea tuturor transformărilor, obţinute din grupul 
de simetrie G  şi grupul multicomponent de „substituţii” W  conform paşilor descrişi în enunţul teoremei, 
întotdeauna este grup W ′ -pseudominor de qW -simetrie cu grupul generator G  şi nucleul omomorfismului 

însoţitor 1H , unde 1H G< . 
Fie pentru grupurile date G  şi W  există cvasiomomorfismul încrucişat α  al grupului G  pe submulţi-

mea cu unitate W ′  (unde W W′ </ ) a grupului W  cu legea ( )i ig wα = , a cărui restricţie pe subgrupul inva-
riant 1H  din grupul G  este un cvasiomomorfism de stânga natural exact. Atunci, conform definiţiei cvasi-

omomorfismului încrucişat, vom avea că ( ) ( )j

i

g
i j i g jg g w wα τ= v , unde automorfismul jgw  acţionează asupra 

elementelor iw  prin intermediul jg -deplasării la stânga a componentelor sale, iar automorfismul 
igτ

v  acţio-

nează asupra lui jw  în forma conjugării de dreapta.  

Alcătuim mulţimea ( )qWG  tuturor acelor perechi ( )wwg g= , unde ( )g wα = , şi în această mulţime intro-

ducem operaţia (1). Închiderea mulţimii ( )qWG  referitor la operaţia dată rezultă din faptul că G  este grup, iar 
α  este cvasiomomorfism încrucişat. Într-adevăr, pentru orice elemente ig  şi jg  din grupul G  vom avea 

( )i ig wα = , ( )j jg wα =  şi ( ) ( ) ( )j

i

g
i j i g j k kg g w w w gα τ α= = =v , unde , 'i j kw w w W∈ . 

Asociativitatea operaţiei şi existenţa în mulţimea ( )qWG  a elementului unitate 0( )
01 1w w=  se verifică ne-

mijlocit, ţinându-se cont de faptul că acţiunea automorfismelor gw  şi gτ
v  asupra fiecărui element w  din 

grupul W  este comutativă.  

Fie ( )( ) qWwg G∈ , atunci ( )wg wg= , unde g G∈ , w W ′∈  şi ( )w gα= . Deoarece G  este grup, atunci 
1g G− ∈ . Fie 1 *( )g w Wα − ′= ∈ , atunci 

* ( )* 1 1( ) qWww g g G− −= ∈ . Pe de o parte, 1
0( ) (1)gg wα α− = = , iar, 

pe de altă parte, 
11( ) ( *)g

ggg w wα τ
−− = v . Prin urmare, 

1 *
0( )g

gw w wτ
−

=v , de aceea 
1* 1( ) ( )g

g w wτ
−−=v , iar 
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1
1

1 1
1 1(( ) ) ( )

g
g

g g
w w wτ τ

−
−

− −
∗ − −⎡ ⎤= = ⎣ ⎦

v v . În final se obţine că [ ]1

1

1 ( )1 1(( ) ) qWg
g

w g wg Gτ
−

−

−− − = ∈v . Prin urmare, 
( )qWG  este grup de qW -simetrie. 

Din faptul că α  aplică grupul G  pe submulţimea cu unitate W ′  din W, rezultă că { }( )( ) qWwW w g G′ = ∈ . 

Intersecţia V  a grupului obţinut ( )qWG  cu submulţimea W ′  este egală cu unitatea din grupul W , deoarece 
unitatea 1 a grupului G  la acţiunea cvasiomomorfismului încrucişat α  se aplică numai pe unitatea 0w  a 

grupului W . Grupul ( )qWG  este izomorf grupului său generator G , aşa cum nucleul V  al omomorfismului 
( ): qWG Gλ → , după regula ( )wg gλ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , este unitar. Aşadar, grupul obţinut ( )qWG  este grup W ′ -pseudo-

minor de qW -simetrie. Teorema este demonstrată. 

Remarca 3: Pentru deducerea concretă a grupurilor pseudominore de qW -simetrie este comod de utilizat 
următorul algoritm: 

1) Având date grupurile G  şi P, de găsit produsul cartezian i

i

g
g GW P∈= Π  al cόpiilor izomorfe lui P şi 

indexate cu elemente din grupul G şi de evidenţiat în grupul W subgrupul DiagW P≅ . 
2) De construit izomorfismul : G AutWϕ →  după regula ( )g gϕ = w , unde gw  efectuează g -deplasarea 

la stânga a componentelor în fiecare w  din grupul W  şi de descris în detalii acţiunea automorfismului 
gw  asupra factorilor igP  la nivel de substituţii ale acestor factori. 

3) De găsit: în grupul G  toate subgrupurile netriviale invariante 1H  ( 1H G< ) şi subgrupurile adevărate 

1G  ce-l includ în sine pe 1H  ( 1H < 1G G< ), în grupul 1H  toate subgrupurile adevărate posibile H  
( 1H H< ), iar în grupul W  toate submulţimile cu unitate W ′  (care însă nu sunt subgrupuri) şi care 
verifică condiţiile: 1G H AutW≅ Φ < , [ | ] | ' |,G H W=  1 ',H H H∩ =  1 1[ | '] | |,H H W=  unde 

0 1 ',w W W⊆ ⊂  1 '',G H H∩ =  ' "W DiagW W∩ =  şi 1[ | ''] | " |G H W=  . 
4) De construit un omomorfism τ  cu nucleul 1Ker Hτ =  al grupului G  în grupul AutW , unde 

( ) ggτ τ= v  şi 1( )g w gwgτ −=v ; 
5) De descompus grupul G  în clase de resturi de dreapta în raport cu subgrupul H  şi de stabilit aşa o 

corespondenţă biunivocă α  între descompunerea dată şi submulţimea W ′  (păstrând: a) corespondenţa 
dintre elementele subgrupului 1H  şi 1W , obţinută în rezultatul cvasiomomorfismului de stânga natural 
exact ϕ  cu nucleul 'H ; b) corespondenţa dintre elementele subgrupului 1G  şi "W , obţinută în 
rezultatul cvasiomomorfismului de dreapta β  cu nucleul "H  al grupului 1G  pe "W ), care, în calitate 
de aplicaţie a grupului G  pe W ′ , ar fi cvasiomomorfism încrucişat cu nucleul H .  

5. În continuare vom analiza în detalii două exemple concrete de deducere a grupurilor posibile pseudo-
minore de qW -simetrie din grupurile date G  şi P . 

Exemplul 1. Analizăm în primul rând un exemplu de deducere a grupurilor pseudominore de qW -simetrie 

din grupul iniţial de substituţii { }1
3, (123), (132)P e p p C−= = = ≅  şi grupul ciclic de ordinul 3 3G C= . 

Aşadar, { }13 3 1,3,3G C −= =  şi 
11 3 3W P P P
−

= × × . Conform izomorfismului : G AutWϕ → , obţinem 

că { }13( ) 1,3,3G G Cϕ −= = =
w w w w w

, unde simbolul gw  semnifică automorfismul ( )g gϕ ϕ=w  ce realizează  

g -deplasarea la stânga în fiecare w W∈ . Acţiunea automorfismului gw  asupra factorilor igP  ai grupului 
W  o prezentăm în forma substituţiilor lor: 

11 3 31( ) : ( )( )( )i ig gP P P P P
−

=
w ; 13 1 3 33( ) : ( )i ig gP P P P P

−

=
w ; 1 131 1 3 33 ( ) : ( )i ig gP P P P P

− −− =
w . 
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În calitate de nucleu 1H Kerτ=  al omomorfismului însoţitor : G AutWτ → , după regula ( ) ggτ τ= v , 

poate fi numai însuşi grupul 3G C= . 

În calitate de nucleu H Kerα=  al cvasiomomorfismului încrucişat α  al grupului 3G C=  în grupul W  

poate servi doar subgrupul H  de indicele 3 în G , adică { }1 1H C= = . Prin urmare, pentru deducerea 

grupurilor pseudominore de qW -simetrie cu grupul generator 3G C= , vom studia doar acele submulţimi cu 

unitate W ′  care nu formează grup şi pentru care 3W ′ = . 

Fie 1 3H C= , iar { }1H = . Atunci, 1gτ =
vv  pentru orice 3g C∈ . Fie 0(1) wα = , 1(3) wα = , iar 

1
2(3 ) wα − = , unde α  – cvaziomomorfismul încrucişat al grupului 3C  pe submulţimea 0 1 2( , , )W w w w′ = . 

Observăm că 0w  are ordinul 1, iar celelalte două elemente au ordinul 3. Mai mult, din 1(3) wα =  obţinem 
3 3 1
1 3 1 1 1 2(3 3) ( ) (3 )w w w w wα τ α −⋅ = = = =v , din 1

2(3 ) wα − =  obţinem 1 1

1
1 1 3 3

2 2 2 2 13
(3 3 ) ( ) (3)w w w w wα τ α

− −

−
− −⋅ = = = =v , 

iar din 
1 11 3 3

1 3 2 1 2 0(3 3 ) ( ) (1)w w w w wα τ α
− −−⋅ = = = =v  şi 1

1 3 3
2 1 2 1 03

(3 3) ( ) (1)w w w w wα τ α−
− ⋅ = = = =v

 obţinem 
13 3

1 2 2 1w w w w
−

= .  

Considerăm 
11 3 3

0 , ,w e e e
−

=< > , 
11 3 3

1 1 2 3 1 2 3, , , ,w r r r r r r
−

=< >=< >  şi 2 1 2 3, ,w k k k=< > . Din relaţiile de 

mai sus avem că 3
1 1 2w w w=  şi 

13 3
1 1 1 0w w w w
−

= . Atunci, 3
1 2 3 1, ,w r r r=< > , iar 3

1 1 2 1 3 2 1 3, ,w w r r r r r r=< > . Din 

egalitatea 3
1 1 2w w w=  urmează egalităţile: 1 2 1k r r= , 2 3 2k r r= , 3 1 3k rr= . Iar din egalitatea 

13 3
1 1 1 0w w w w
−

=  

urmează egalitatea 1 2 3r r r e= . Sunt posibile următoarele variante: 1) 1
1 , ,w e p p−=< > , iar 1

2 , ,w p e p−=< > ; 

2) 1
1 , ,w e p p−=< > , iar 1

2 , ,w p e p−=< > ; 3) 1
1 , ,w p e p−=< > , iar 1

2 , ,w p p e−=< > ; 4) 1
1 , ,w p e p−=< > , 

iar 1
2 , ,w p p e−=< > ; 5) 1

1 , ,w p p e−=< > , iar 1
2 , ,w e p p−=< > ; 6) 1

1 , ,w p p e−=< >, iar 1
2 , ,w e p p−=< > . 

În rezultat, obţinem 6 submulţimi iW ′  ( 1,6i = ), care ne dau 6 grupuri pseudominore de qW -simetrie cu 

grupul generator 3G C=  şi grupul iniţial de substituţii 3P C≅ : 
1 1

1 0 1 2( , , , , , , )W w w e p p w p e p− −′= =< > =< > ,        1 1
2 0 1 2( , , , , , , )W w w e p p w p e p− −′ = =< > =< > , 

1 1
3 0 1 2( , , , , , , )W w w p e p w p p e− −′ = =< > =< > ,        1 1

4 0 1 2( , , , , , , )W w w p e p w p p e− −′ = =< > =< > , 
1 1

5 0 1 2( , , , , , , )W w w p p e w e p p− −′ = =< > =< > ,        1 1
6 0 1 2( , , , , , , )W w w p p e w e p p− −′ = =< > =< > . 

Simbolul grupurilor pseudominore obţinute este 3 3 1 3 0 3 1 3 3 1 1, , , / ( ; , )i iC C C C W W w C C C C C C′′⎡ ⎤⎣ ⎦
v w

, unde 1,6i = . 

Exemplul 2. Fie { }1
3, (123), (132)P e p p C−= = = ≅ , iar grupul generator G  este grupul ciclic de 

ordinul 6, adică 6G C= . Aşadar, { }1 1
6 6 1,6,3,2,3 ,6G C − −= =  şi 

1 11 6 3 2 3 6W P P P P P P
− −

= × × × × × . 

Conform izomorfismului : G AutWϕ → , obţinem că { }1 1
6( ) 1,6,3,2,3 ,6G G Cϕ − −= = =

w w w w w w w w
, unde simbolul 

gw  semnifică automorfismul ( )g gϕ ϕ=w  ce realizează g -deplasarea la stânga în fiecare w W∈ . Acţiunea 

automorfismului gw  asupra factorilor igP  ai grupului W  o prezentăm în forma substituţiilor lor: 
1 11 6 3 2 3 61( ) : ( )( )( )( )( )( )i ig gP P P P P P P P
− −

=
w

; 
1 16 1 6 3 2 3 66( ) : ( )i ig gP P P P P P P P
− −

=
w

; 
1 13 1 3 3 6 2 63( ) : ( )( )i ig gP P P P P P P P

− −

=
w

; 
1 12 1 2 6 3 6 32( ) : ( )( )( )i ig gP P P P P P P P

− −

=
w

; 
1 1 131 1 3 3 6 6 23 ( ) : ( )( )i ig gP P P P P P P P

− − −− =
w

; 
1 1 161 1 6 3 2 3 66 ( ) : ( )i ig gP P P P P P P P

− − −− =
w

. 
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Se ştie că ( )Ker C Pτ ≅ . Deoarece centrul grupului de substituţii 3P C≅  coincide cu însuşi grupul, apoi 

în calitate de nucleu 1H Kerτ=  al omomorfismului însoţitor : G AutWτ → , după regula ( ) ggτ τ= v  (unde 
1( )g w gwgτ −=v  pentru w W∈ ), va fi subgrupul 3C  al grupului 6G C= . 

În calitate de nucleu H Kerα=  al cvasiomomorfismului încrucişat α  al grupului 6G C=  în grupul W  

poate servi doar subgrupul H  de indicele 2, 3 sau 6 în G , adică 3H C= , 2H C=  sau { }1 1H C= = . Prin 

urmare, pentru deducerea grupurilor pseudominore de qW -simetrie cu grupul generator 6G C= , vom studia 

doar acele submulţimi cu unitate W ′  care nu formează grup şi pentru care 2W ′ = , 3W ′ = , 6W ′ = . 

1) Fie 1 3H H C= = . Atunci 11 3 3
1τ τ τ −= = =
vv v v , iar 16 2 6

2τ τ τ −= = =
vv v v , unde 12 : p p−↔

v
. Fie 

1
0(1) (3) (3 ) wα α α −= = = , iar 1(6) (2) (6 ) wα α α −= = = , unde α  – cvaziomomorfismul încrucişat al 

grupului 6C  pe submulţimea 0( , )W w w′ = . Atunci: 

a) 6 6 1
6 0(6 6) ( ) (3)w w w w wα τ α−⋅ = = = =v ,  2 2 1 1

6 0(6 2) ( ) (3 )w w w w wα τ α− −⋅ = = = =v , 
3 3 3

6 0 0(6 3) ( ) (2)w w w w w wα τ α⋅ = = = = =v ; 

b) 2 2 1
2 0(2 2) ( ) (1)w w w w wα τ α−⋅ = = = =v ,    

1 1 11 3 3 3
2 0 0(2 3 ) ( ) (6)w w w w w wα τ α

− − −−⋅ = = = = =v ; 

c) 
1 1

1
1 1 6 6 1 1

06
(6 6 ) ( ) (3 )w w w w wα τ α

− −

−
− − − −⋅ = = = =v . 

Din relaţiile a)-c) rezultă că 
13 3w w w

−

= = , iar 
16 1 2 1 6 1

0w w w w w w w
−− − −= = = . Prin urmare, toate 

componentele elementului w  al submulţimii W ′  sunt egale intre ele. De aceea, sunt posibile numai două 

cazuri: 1 , , , , ,w p p p p p p=< >  şi 1 1 1 1 1 1
2 , , , , ,w p p p p p p− − − − − −=< > . Mulţimile 0( , )i iW w w′ = ,  

unde 1,2i = , ne dau două grupuri pseudominore de qW -simetrie cu următorul simbol 

3 3 2 6 3 3 6 3 3 3, , , /( ; , )i i iC C C C W W W C C C C C C′ ′′⎡ ⎤⎣ ⎦
v w

, unde 1,2i = . 

2) Fie 1 3H C= , 2H C= . Vom considera că 0(1) (2) wα α= = , 1
1(6) (3 ) wα α −= =  iar 1

2(6 ) (3) wα α− = = , 

unde α  – cvaziomomorfismul încrucişat al grupului 6C  pe submulţimea 0 1 2( , , )W w w w′ = . Atunci, se vor 

obţine relaţiile: 2 2 2 1
1 6 0 1 0 1 1(6 2) ( ) (3 )w w w w w wα τ α −⋅ = = = = =v , 6 1 1

0 2 1 1(2 6) ( ) (3 )w w wα τ α− −⋅ = = =v , 
1 11 6 6 1

1 6 2 1 2 0(6 6 ) ( ) (1)w w w w wα τ α
− −− −⋅ = = = =v , 

1 1

1
1 1 3 3

1 1 1 1 23
(3 3 ) ( ) (3)w w w w wα τ α

− −

−
− −⋅ = = = =v  şi 

1
1 3 3

1 2 1 2 03
(3 3) ( ) (1)w w w w wα τ α−

− ⋅ = = = =v . 

Pe de o parte, din relaţiile obţinute mai sus vom avea că 2
1 1w w= , 1

1 1w w−=  şi 
16 1

1 2 0w w w
− − = , adică 

16
1 2w w
−

= . Mai mult, vom avea şi egalitatea 
13 3

1 1 1 0w w w w
−

= . Pe de altă parte, ştim că elementele 1w  şi 2w  
sunt de ordinul al treilea. Prin urmare, inversul elementului iw  (pentru 1,2i = ) întotdeauna este diferit de 
înseşi iw : 1

i iw w −≠ . Ca rezultat, vom obţine că nu este posibilă aplicaţia cvasiomomorfă încrucişată α  a 
grupului 6C  pe submulţimea 0 1 2{ , , }W w w w=  cu nucleul 2Ker Cα =  şi însoţită de omomorfismul 

6: C AutWτ →  cu nucleul 3Ker Cτ = . Deci, în acest caz nu există grupuri pseudominore de qW -simetrie. 

3) Vom analiza situaţia în caz mai general, şi anume: se consideră 0(1) wα =  iar (6) wα = . Vom găsi 
toate condiţiile pe care trebuie să le verifice componentele lui w  pentru ca α  să fie aplicaţie cvasiomomorfă 
încrucişată, însoţită de omomorfismul 6: C AutWτ →  cu nucleul 3Ker Cτ = . Din (6) wα =  urmează: 



Seria “{tiin\e exacte [i economice” 
Matematic=                                   ISSN 1857-2073 
 

 19

6 6 6 1
6(6 6) (3) ( ) 2( )w w w w w wα α τ −⋅ = = = =

vv , 6 1 6 3 1 6
3(3 6) (2) ( ) ( ) ( ) (6 3)w w w w w wα α τ α− −⋅ = = = = ⋅ =v  

3 6 1 3 6 1
6 ( ) 2( )w w w w w wτ − −= =

vv 3 6 1 1( )w w w− − = 3 1 6( ) ,w w w−  3 1 6 6
2(2 6) (3 3) [ ( ) ] ( )w w w wα α τ−⋅ = ⋅ = =v   

2 6 1 3 1 6 1 3 6 1 2 1 3 6 1 1
3( ) ( ) ( ) ( ) (3 )w w w w w w w w w w w wτ α− − − − − − −= = =v   şi  1(2 3) (6 )α α −⋅ = =  

1 1 12 1 3 6 1 3 6 1 6 1 3 2 1 3 6 1 2 6 6 1
2[ ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )w w w w w w w w w w w w w w wτ

− − −− − − − − − −= =v . Din faptul că (2)α = 3 1 6( )w w w−  

urmează că 3 1 6 2 3 1 6
0 2(2 2) [ ( ) ] ( ( ) )w w w w w w wα τ− −⋅ = = =v  

1 16 2 1 3 6 1 1 3 2 1( ) ( )w w w w w w w w
− −− − − −= ; de unde 

se obţine 2w w= . Din (6) wα =  şi 11 2 6 6 1(6 ) ( )w w wα
−− −=  urmează că 

1 11 6 2 6 6 1 1
0 6(6 6 ) [ ( ) ]w w w w wα τ

− −− − −⋅ = = =v  
1 16 6 1 6 1 2 1 3( ) ( ) ( )w w w w w w
− −− − −= , de unde se obţine 3w w= ; respectiv, 

11 3 3 1
0(6 6) ( )w w wα

−− −⋅ = = , de 

unde 
13 3w w

−

= . În mod analog, din 6 1(3) w wα −=  şi 1 2 1 3 6 1(3 ) ( )w w w wα − − −=  se obţine că 2w w=  şi 16 3w w
−

= . 

Ca rezultat, vom avea: 
12 3 3 6w w w w w

−

= = = = . Considerând 
1 11 6 3 2 3 6

1 2 3 4 5 6, , , , , , , , , ,w r r r r r r r r r r r r
− −

=< >=< >  

vom avea 2
4 5 6 1 2 3, , , , ,w r r r r r r=< > , 3

3 4 5 6 1 2, , , , ,w r r r r r r=< > , 
13

5 6 1 2 3 4, , , , ,w r r r r r r
−

=< >  şi, respectiv, 
6

2 3 4 5 6 1, , , , ,w r r r r r r=< > . Ca rezultat, 1 2 3 4 5 6r r r r r r= = = = = . Prin urmare, 1 , , , , ,w w p p p p p p= =< >  sau 
1 1 1 1 1 1

2 , , , , ,w w p p p p p p− − − − − −= =< > . 
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