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METODA SUBDOMENIILOR LA REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII
INTEGRALE SINGULARE, DEFINITE PE CONTURURI
NETEDE iINCHISE iN PLANUL COMPLEX

Maria CAPCELEA, Titu CAPCELEA
Catedra Matematica Aplicata

It is proposed a calculation scheme of the sub-domain method for the approximate solving of systems of singular
integral equations defined on simple closed and smooth contour in the complex plane. The theoretical justification of
this method in the Holder spaces scale is obtained.

Un numar mare de lucrari stiintifice sunt dedicate problemei rezolvarii aproximative a ecuatiilor integrale
singulare (EIS) (a se vedea, de exemplu, [1-7] si bibliografia din ele). In particular, a fost cercetatd metoda
subdomeniilor pentru rezolvarea EIS in cazul cand acestea sunt definite pe cercul unitate al planului complex [8],
sau pe segment al axei reale [9-10]. In lucririle recente [11-12] a fost obtinutd fundamentarea teoretici a
acestei metode in spatiile Lebesgue L (1< p <o0) in cazul cand ecuatia este definitd pe contur simplu, neted

si inchis in planul complex, iar coeficientii acesteia sunt functii continue dupa Holder.
In prezenta lucrare se va obtine fundamentarea teoretica in scara spatiilor Holder a metodei subdomeniilor
pentru rezolvarea sistemelor de EIS (SEIS), definite pe contururi inchise si netede arbitrare din planul complex.
1. Definitii si notatii

Fie T’ un contur neted si inchis ce margineste domeniul monoconex F*, iar F~ :D_\{F+ ult, 0 -

planul complex complet. Vom considera cd punctul z=0e F".
Fie t=\wy(w) functia Riemann a conturului I" ce realizeaza transformarea conforma a exteriorului

cercului I', :{W:|w|:1} in exteriorul lui I' astfel incat (o) =00, y'(0)=d>0. Vom spune ca

conturul I" apartine clasei A, daca functia Riemann a acestui contur poseda derivata continua de ordinul 1.
Fie | lungimea conturului I", iar t=1t(s), s €[0;]] este ecuatia parametricd a acestuia. Vom nota prin

s,, k=0,2n, punctele segmentului [0;|] ce reprezintd valorile lungimii de arc s si care corespund

nodurilor Féjer:

t, = y(exp(2mik/(2n+1))) = y(w,), k=0,2n,i* =—1. (1)

Vom nota prin H(I"), B € (0;1] spatiul Banach de functii ce satisfac pe I conditia Holder cu exponenta 3,

inzestrat cu norma

lel, =lellr, + Hee:B). H(gp)=sup{[t'~t']"[g(t) gt} 1" T
unde C(I") este spatiul tuturor functiilor continue pe I' cu norma ||g|| o= ||g|| = rrtlarx|g(t)|.

Daca X este un spatiu normat, atunci vom nota prin [X] = spatiul de vectori m-dimensionali cu

componente din X si cu norma egald cu suma normelor componentelor, iar prin [X] — spatiul de matrici

mxm

de dimensiune mxm cu elemente din X si cu norma
m
[ = max 3|
koA
e

Pentru norma elementului g € Hy' :=[Hg(I')],, vom utiliza notatia || g”B’m .

< A= {ajk}?,]kzl‘
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2. Aproximarea functiilor cu polinoame de interpolare Lozinski

Pentru orice functie g(t) € C(I') definim polinoamele de interpolare Lozinski

2n Sk+1
(L2)(0) =Y — [ g(t(s)ds-L (1), teT,

k=0 hk Sk

(2)
unde h, =s,,,—s,,k=0,2n,5,=0,s, ., =I,iar
2n _ n JE—
L®=(tt") [ ==Y A®t, tel,k=0,2n 3)
r=0,rzk 'k = ‘¢ r=—-n

sunt polinoamele fundamentale de interpolare Lagrange.
In aceastd sectiune vom stabili estimatii pentru viteza de convergenta a procesului de intepolare (2), (3) in

scara spatiilor Holder Hg ("), B € (0;1]. Deoarece spatiile Holder nu sunt separabile [13], nu este posibila
aproximarea intregului spatiu cu agregate finit-dimensionale. Insa, problema formulati poate fi depasita
pentru unele subclase de functii din Hy (') .

Teorema 1. Fie I'e A, iar g(t)eH ('), a €(0;1]. Daca nodurile t,,k =0,2n, din componenta

polinoamelor (3) sunt calculate conform formulei (1), iar B € (0;0), atunci

le—L.gl, S%H(g;a) @)
Aici si in cele ce urmeaza vom nota prin ¢,,C,,... constante concrete ce nu depind de n.
Demonstratie. Deoarece ||g -L. g |B = ||g -L g |C +H(g—L, g:;B), vom estima cele doud marimi din
partea dreapta a ultimei egalitati. Avem:
2n Skl
lg()—(L,2)(0)|<[g-U,g|.+|U,g-L.g. =[g-U.g|. + kZ;,hi [ let)-e)|ds-|L 0], &)
“ohy §

2n
unde (U g)(t) = Z g(t, )L, (t) este polinomul de interpolare Lagrange, construit dupa reteaua de noduri (1).
k=0

Vom estima marimea |g(tk)—g(t(s))| pentru s€[s,;s,,, ], k=0,2n. Tinand cont de inegalitatea

l2(t) —g(t(s))] < o(glt, —t(s)

), unde ®(g;d):= sup |g(t)— g(t”)| este modulul de continuitate al
[t—t"]<8

functiei g(t), precum si de relatia |‘[k —t(s)| = jt'(s)ds <h, ||t'(s)||C =h,, s€[s,;s,., ], obtinem

l2(t,) —2(t(s))

Acum vom estima h, , k =0,2n. Vom utiliza proprietatea bine cunoscuta a conturului neted — lungimea

<o(g:h,), k=0,2n. 6)

b

mesarc(g,t”) a arcului mai mic ce uneste punctele t" si t” de pe I' nu intrece lungimea coardei |t' —t"

inmultitd la un numar constant 1;; :

t! _ t!!

mesarc(@, t") <r,

; (7

(1, nu depinde de pozitionarea punctelor t' si t" pe I' i se determind de conturul I"; de exemplu, in cazul

cand I' coincide cu circumferinta I';, avem 1, = TE/ 2). Avem:
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Wr y'(t)dt

Wi

h, =s,,, — mesarc(p t ) <1, |tk+1 - tk| =1, <t ||\y'||C mesarc(lv;l](, W) <

<1,

Y
CE|Wk+1 —W | =T

a1
I lﬁron”\p ”CH’ nx>2.
Atunci, in relatia (6) vom avea |g(tk )— g(t(s))| < (ro7t||\|1'||C +Do(g;1/n), se[s,;s,,,], si deci
|

2n
unde A :=max Z|Lk(t)| sunt constantele de interpolare Lebesgue. Tindnd cont de inegalitatile
tel’
k=0

c <@y, +Do(g:1/nn, ®)

A, <c,+c,Inn,

o S(es+c,Inn)E (g), (E, (g) fiind cea mai buna aproximare uniformd

a functiei g(t) 1in clasa de polinoame P, P ={p,(t):p,(t)= z a, t“ o, €ll,tel?),
k=-n

E, (g)<c,o(gl/n)<c, (g’ ) (geH,(I), care au fost stabilite in [7], obtinem:

1
le-L,gf. <22 H(ga) . ©)

Vom estima acum marimea H(g—L, g;B). Fie t’ si t" sunt doud puncte arbitrare ale conturului I".
Vom analiza separat doud cazuri posibile de amplasare a acestora:

I . ,
a) |t'—t”|>— sib) O<|t'—t'|£—
n n
In cazul a), tinand cont de inegalitatea (9), vom avea:

t! _ L t! _ t” + L t” r _ r t” _ L t” ln
_O-Ce® B+ (0L, )| _le : e Lo I, I )
|t(_tn t’—t"| tr_t”
in cazul b) vom avea:

" 14

M, <

+/(U,g-L,2)(t)—(U,g—L,o)(t"]) =1, +1,.

(le
o C,+¢,Inn ,
Termenul I, a fost estimat in [7, p49]: I; <——————H(g;a). Pentru a estima termenul I,, vom
n

utiliza relatia

Pallc

Pulle ¥p, €P, [7. p43]:

12

L= |(U,e~L,e)t)~(U,g~L,e)t")| =

|tr_tn|

<||(Ung L. g) || mesarc(p t”)

[(U,g-L,9)(x)dr <

1
|tr _ rr|l3

1-B

|t _t”

c,+c,Inn S o
B M H(g;a), si atunci estimatiile I, k=1,2, implica
n*? |

Conform inegalitatii (8), obtinem I, <

Cis+C,lnn e 5 A : . T
n, TH(g;a). Aceastd estimatie Tmpreund cu cea obtinutd 1n cazul a) si relatia (9) implica
n

IA

inegalitatea (4).
Teorema este demonstrata.
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3. Schema de calcul a metodei subdomeniilor pentru rezolvarea SEIS

In spatiul Banach H' (a € (0;1]) vom considera SEIS

i(cﬂ (), (t) + 9, | YO gy L [hy(t 00, (r)dt) =f.(t) (tel,r=1Lm), (10)
719 B o 2miy

j= r —t

in care functiile c,(t),d,(t),f,(t)eH, (), h;(t,t)e H, (I'xI) sunt cunoscute, iar @;(t) sunt
functii necunoscute. Vom nota @(t)={p;(t)}s,, f(t) ={f, (D}, C(t) ={c (D} ,;, D) =1d;(D} ;>
K(tal—) = {hg (tar)}m

.1 - Atunci, sistemul (10) poate fi scris sub forma matriceald

(Mo =)C(t)op(t) + D(t)%j%dr + 2Lni'|.K(t’ Te(t)dr=1(t), tel. (11)

Din considerente de comoditate, vom scrie ecuatia (11) sub forma echivalenta
(Mo =)A()(Pe)(t) + B()(Qe)(t) + (To)(t) =f(t), te T, (12)
unde A(t) = C(t) + Dt), B(t) = C(t) - D(t), (To)(t) = %IK(L De(rdr, S=1{5,S, 1\, P=(1+85)/2,
Ty

Q=I-P, I — operatorul identic in H_ , S,— operatorul singular cu nucleu Cauchy scalar, 8, — simbolul lui

Kronecker.
Vom defini schema de calcul a metodei subdomeniilor pentru rezolvarea SEIS (11). Solutia aproximativa
a SEIS (11) se va cauta sub forma vector-functiei polinomiale

9, (t)= Z at", tel, (13)

(n) _

ai carei coeficienti o, =0, =(a,,,...,0,,, ) sunt vectori numerici m-dimensionali necunoscuti.

Conform metodei subdomeniilor, acesti vectori ii vom gasi din conditia ca integrala de la functia

residuala (Mo, )(t) —f(t) sa fie egala cu zero pe fiecare dintre segmentele [s,;s,,,],/=0,2n:
[ (Mo, )t(s)) ~ £ (t(s))]ds = 0,7 =0,2n. (14)

Schema de calcul (13), (14) defineste urmatorul sistem de ecuatii algebrice liniare (SEAL) pentru a

determina necunoscutele o, , k =—n,n:

3 [ ACEDIE dsa, + Y [ BUGHIE) ds-a, +
+ Z —j j K(t(s),7)t*dtds- o, = S]Jﬂf(t(s))ds, 1=0,2n, (15)
sau, scris pe coordonate, vom avea: |
33 [ a, (NN ds-ou, + Z > [ b, ds-a +
+Z is]tl—jhrj(t(s) 7)t*dtds- oy = Tf (t(s))ds, r=1m,/=0,2n, (16)

unde A(t) = {a, (0}, B = {b, (037, K(t.1) = {h (LD}, o1, = {o )7k =—n.n.
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4. Fundamentarea teoretica a metodei subdomeniilor
Urmatoarea teorema ne da fundamentarea teoreticd in scara spatiilor Holder Hgl, B € (0;1], a schemei de
calcul (13), (16) pentru rezolvarea aproximativa a SEIS (11).
Teorema 2. Fie ca se indeplinesc urmatoarele conditii:
. Curba pe care este definit SEIS (11) apartine clasei A ;
. Matricele de functii (MF) A(t),B(t)e H™ o € (0;1];
. detA(t)detB(t)#0,tel;

. Toti indicii partiali de stanga x;, ] = 1,m, ai MF B! (t)A(t) sunt egali cu zero,

1

2

3

4

5. K(t,t) e[H (I'xI)] (uniform in raport cu ambele variabile),
6.

7

8

mxm

. dimKerM =0;
. 0<B<a<l;

. Punctele s, €[0;1], /=0,2n, reprezinta valorile lungimii de arc s pentru care are loc relafia

t(s,)=t,,[=0,2n, unde t=1t(s), s€[0;|] este ecuatia parametrica a conturului T, iar t,,1=0,2n
formeazd pe U sistemul de noduri Féjer (1).
Atunci, pentru toate valorile numarului n 2n,, unde n, este cel mai mic numar natural determinat de
relatia
C,, +¢,Inn, <q<I
n?(a)—ﬂ ’

SEAL (15) are solutie unica o,k =-n,n, iar sirul solutiilor aproximative @ (t), construit conform
formulei (13), converge cind n —» oo in norma spatiului Hy' catre solutia exactd ¢(t) a SEIS (11) pentru
orice parte dreapta f(t) € H)'. Pentru viteza de convergentd a sirului soluiilor aproximative este adevarata
estimafia

Cy+Cylnn
pm = qol0)-p ’

lo—,

in care o(a) =a. cind o € (0;1) si o(1)=1-0, 0> 0 este un numar arbitrar oricadt de mic.
Demonstratie. Schema de calcul (13), (14) scrisa sub forma operatoriald ia urmatorul aspect:
M, 0, =)L, Mo, )(t) = (L)1), (17)
unde L este operatorul de interpolare Lozinski, definit de formulele (2), (3).

In virtutea conditiilor 2)-4) ale teoremei 2, MF B™'(t)A(t) admite factorizare canonica de stinga in
raport cu conturul I':

B'()A(t)=C,(t)C_(t), tel, (18)

unde CI'(t) e P[H™™], C*'(t) e QH™™ @ {const} . Atunci, SEIS (12) se poate reprezenta sub forma
echivalenta

(Mo =)((V+K, +K,)o)t) =1, (1), (19)
incare V=PC_+QC.', K, =QC_P+PC'Q,K, =C.'B"'K, f,(t) =C.' (t)B™ (1)f ().

Spre deosebire de cazul metodei de colocatii sau cel al cuadraturilor mecanice [7], ecuatia operatoriala (17)
ce descrie metoda subdomeniilor nu este echivalenta ecuatiei

M, 3, =)(L, (V+K, +K,)T,§,)(1) = (L,f,)(1). (20)

53



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2008, nr.8(18)

De aceea, demonstratia teoremei 2 se va efectua in doua etape:
1) Se va ardta ca incepand cu careva numdr n ecuatia (20) are solutie unicd, iar sirul de solutii @,

converge catre solutia ecuatiei (19) (care este si solutia ecuatiei (12));
2) Se vaarata ca pentru sirul de solutii ¢, generat conform metodei subdomeniilor, are loc

lo, = .1,
0, — 3.+

vitezei de convergenta a sirului solutiilor aproximative ¢ catre solutia exactd @ .

m—)O,n—>oo.

Drept urmare, vom avea ||(pn —(p” £| o, —(p” — 0, n —> 0. La fel se va obtine o estimare a

Etapa 1. Vom considera ecuatiile (19) si (20) in spatiul Hg‘ si, respectiv, subspatiul P"™ =[P ] . In

P ™ se introduce aceeasi norma ca si in Hg’ . Utilizand un rezultat ce tine de teoria metodelor aproximative

pentru rezolvarea ecuatiilor operatoriale, stabilit de Gabdulkhaev (a se vedea teorema 7 in [4]), vom arata ca
pentru n suficient de mari operatorul L_(V +K, +K,)T, , definit de membrul stang al ecuatiei (20), este

inversabil ca operator ce actioneaza in subspatiul P ™. Pentru orice X, € P." avem:

[Mx, M, x, S le -Logl,. +le ~Logoll,. Q1)
unde g, =Vx,, g, =(K, +K,)x, . Deoarece C_,C;' eH;"™,x eH;, evident ci g €H, . Atunci,
conform teoremei 1, vom avea:

¢, +¢c,Inn
”gl _Lnglnﬁ,m S ]nc(;)_ﬁ H(glaa) (0 < B <o S 1) . (22)

In [7, p.87], cu ajutorul conditiilor 2) si 5) ale teoremei 2, s-a ardtat ¢ K, + K, : Hy > H7 (0<B<ac<l),

iar pentru fiecare y(t)eHj' are loc inegalitatea H((K, +K,)y;0)<c,, ||y||Bm. In cazul de fata

x, (1) e HY c Hg' (B<a) si, de aceea, (K, +K,)x, e H, iar H((K, +K,)x;a) <c,, | X g, - Atunci,
conform teoremei 1, avem:
¢, +¢,Inn C,, +CyInn
||g2 _Lng2||ﬁ’m S : noiﬁ H((Kl +K2)Xn;a)g z nafg | nlg,m * (23)
In baza inegalitatilor (22) si (23) in relatia (21) obtinem:
HMxn ~M, x, ; <&, X, |5 VX, €, (24)
C,, +¢Cy Inn
unde g, =—2*—2_—— 5(0,n—>o.

nc(a)—[}
Deoarece ecuatiile (19) si (12) sunt echivalente, conform conditiilor 2)-6) ale teoremei 2, operatorul M
este inversabil in Hy'.

Usor se verifici ca M™'f, = M™'f i atunci HI\?[*1 H <€y, unde C,g == HM’1 H”BC+ || . In baza conditiilor 2)
si 3) ale teoremei 2, pentru orice vector-functie (VF) f(t)e H" avem f,(t)=C. (t)B™(t)f(t) e HT si

atunci, conform teoremei 1, obtinem:

If.0 - @£, <8, (25)
c,+c¢,Inn . . o :
unde O, ::a—$H(fl;a)%0, n—oo. Acum, tindnd cont de inegalitatile (24) si (25), conform
n
teoremei 7 din [4] conchidem ca pentru fiecare n ce satisface inegalitatii

E, =CyE, <q<l, (26)
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n
ecuatia (20) are o singura solutie @, (t)= Z &ktk pentru orice parte dreapta din P ™, iar sirul de solutii
k=-n

@, (t) converge citre solutia @(t) a ecuatiei (19). Pentru viteza de convergenta are loc estimatia:

C,, +ChInn
()P

o6 =3, ()], <72 +8,)< @7)

Hip,m

Etapa 2. Fie ¢ (t)= Z a th si @, (t)= Z 0, t sunt solutiile ecuatiilor (17) si, respectiv, (20).

k=-n k=-n

Coeficientii o, , k =-n,n, sunt solutia sistemului (15), iar @&, , k =—-n,n, a unui SEAL analog, definit de
ecuatia (20). Ecuatia (20) este echivalentd ecuatiei

L, (Q(AP+BQ+T)¢,) =L, (Qf), (28)
unde Q(t):=(C, (t))'B7'(t). Pentru [ fixat (/=0,2n) vom inmulti ambii membri ai ecuatiei matriceale

definite de sistemul (15) la matricea Q(t,), t, =t(s,). Tinand cont ca Q(t)# 0, teI", drept rezultat, vom

obtine un sistem echivalent. In spatiul finit-dimensional X de vectori cu m(2n+1) componente

m(2n+1)
complexe, in care norma este definitd ca suma modulelor componentelor, consideram ultimul sistem si cel
definit de ecuatia (28)

Ng=g, Ni=§,

{j Q, )f(t(s))ds} ={j Q(t(s))f(t(s))ds} ~{o,}. = (@} 1=0.2n.

unde N:{N,k}, N={

k=-nn, Ny = [ QIRAENS Ny = [ QUONREEMES REE) =PIONOT +-- e O

. Tinand cont cd norma de vector introdusa in spatiul X, .., este compati-

A(t(s)), k =0,n
P(t(s)) = R
(1 {B(t(s)), k=-n,-1

m(2n+l)
bild cu urmitoarea norma de matrice |[W]| = max W = {W. "Dy "yom estima norma |[N—NJ.
- ijJ1i,j=1
J ,

- . T
Daca P(t) = {pij(t)}ilz:l’ Q(t) = {qri(t)}fﬁl , 1ar g = (a—n,l ""’a’fn,m’cx’fnﬂ,l H ""a7n+l7m"”’an,l ""’an,m

Atunci, simplu se verificd cd N—N este o matrice in blocuri de dimensiune (2n+1)x(2n+1), fiecare
element al careia reprezinta o matrice patrata de ordinul m:

i=l g,

= {Zn: f (9(t)) — a5 (1s))p” (t(S))dS} :

unde pfjk) (t(s)) = p;; (t(s))[t(s)]* +%J.hij(t(s),r)rkdr . Astfel, vom avea:
i

HNNWF%ZZiT%O)%mmwmm@S
gl nn iif 9, (t,)—qy (t(s))”pi(jk) (t(S))‘dS . (29)

L S R
=1 0

55



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2008, nr.8(18)

Marimile |q,(t,)—q, ,r,i=lm (q, €eH,(I')) se estimeazd complet analog marimii
;S,,;] din teorema 1:
1 ;o
q.:(t)—q, (t(s))| < Che0(d, ;_) < w == =l ,L,r=1,m. (30)
n* n*

La fel, deoarece p;(t) e H,(T'), hy(t,t)e H (FXF) vom avea:
‘pijk) (t(s))‘ <Cy,1,]= l,m, k=-n,n. (31)
Atunci, 1n baza relatiilor (30) si (31), din (29) avem:

HN—NHS%mZ:%‘%O,n%w. (32)

Vom estima acum norma || g— g|| . Avem:

Si+1

sl = {Z | (qn(t,)—qﬂ(t(s»)fi(t(s))ds} -3y

i=l g — =0 r=l1
' r=Llm J ;g 2n

m S+

> I (q,; (t,) —q,; (t))E; (t(s))ds| <

i=1 s,

q,; (t,) —q,; (1(s))||f; (t(s))| ds .

r=l i=1

Acum, deoarece f,(t) e H, (I'), 1=1,m, si datorita relatiei (30), obtinem:
~ C Cc
g-g]<=tm® == —0,n > . (33)
n n

Inversabilitatea matricei N (Incepand cu numerele n determinate din relatia (26)) a fost demonstrata mai

sus. Tinand cont de aceasta, de conditiile (32) si (33), precum si de inegalitatea L< lnn , (0<B<a<l,
n* n®

conform teoremei 7 din [4] putem afirma ca pentru numerele n ce satisfac relatiei (26) sistemul Ng=g are

solutie unica si ”G Q” Z Z ‘OLkJ Oﬁkj‘< =L (a.€(0;1]). De aici rezulti ci, pentru numerele N definite
j=1 k=—n

de relatia (26), SEAL (15) are solutie unica si

[CROEIN! :Z Z (o —%)t

j=1

Vom estima marimea H(p, —¢,;B). Avem H(p, -9, ;B)= ZH(Z (o — OLkJ)t Bj Pentru j fixat

j=1 k=—

< c382 z ‘ockJ ockj‘ . (34)

j=l k=—n

(j=1,m) vom considera polinoamele p, (t):= Z (o —(Sckj)tk . Avand t',t"el’, vom separa doud
k=-n

cazuri:
' " 1 . ' " 1
a) |t —t'|<=; b)[t'—t"]>—.
n n
In primul caz, tinand cont ci p, (t) e H ('), Vo € (0;1], vom avea:

_HE ol -t
I tqﬁ

"

n

1
B S;}{(I)n;(X)—j;q; (0 <Iﬁ <:(lf§1),
t—t" n

si atunci H(p,;B) = supy, < H(pn,oc) iar

t'=t"
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- n mH(p, ;o c
H(p, —,:B) =D _H(p,:B) < (M )S e (35)
) n n
In cel de-al doilea caz vom utiliza estimatia (34) si vom obtine:
- z &Pl ()] +]p, (1)
H(o, —®,;B) =D supy, < D sup : <

iar in baza relatiilor (34) si (37), obtinem |

ey ey |t! —t"

m n 2C
Z Z (0 — Gt supﬁ < afg . (36)
e |t -t n
Estimatiile (35) si (36) impreuna ne dau
H(g, ~3,:p)< 5. 0<p<asl. (37

0, ()=, (V)| .

obtinem:

10.

11.

12.

13.

[o® -0, )., S%,O<B<a£l.
’ n

Astfel, teorema 2 este demonstrata.
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