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Scopul principal al acestui articol este cercetarea aspectelor microscopice ale modelelor 
stocastice, care pot fi comparate cu modelele computaţionale bazate pe agenţi (ABM), 
precum şi stabilirea conexiunii dintre modelele ABM şi procesele stocastice. O aplicare a 
abordării propuse se referă la procesul de nucleere, fenomen întâlnit pe larg în natură şi 
tehnologie, care poate fi considerat ca un reprezentant al fenomenelor de agregare în 
sistemele complexe. În special, noi propunem un model generic stocastic pentru formarea 
centrelor de cristalizare. În general, este cunoscut faptul că la baza mecanismului 
tranziţiilor de fază de gradul întâi este apariţia acestor centre de cristalizare şi atât nucleul 
definit ca un cluster de molecule sau atomi, cât şi lucrul de nucleere, o barieră de energie 
pentru tranziţia de fază, sunt principalele mărimi termodinamice în teoria dată. Totodată, 
din punct de vedere statistic, formarea cristalitului de dimensiune critică este un fenomen 
aleator, cu o probabilitate determinată considerabil de valoarea lucrului de nucleere.  
 
The main purpose of this article is to get new insights into microscopic explanations of 
stochastic models, which can be compared with the agent-based computational models, and 
to bridge the gap between agent-based models (ABM) and stochastic processes. An 
application of the proposed approach refers to the nucleation process, a widely spread 
phenomenon in both nature and technology, which may be considered as a representative 
of the aggregation phenomena in complex systems. In particular, we propose a generic 
stochastic model for crystal nucleation. It is generally known that first-order phase 
transitions occur by nucleation mechanism, and both the nucleus, a cluster of molecules or 
atoms, and the nucleation work, a energy barrier to the phase transition, are basic 
thermodynamic quantities in the theory of nucleation. However, the critical nucleus 
formation is statistically a random event with a probability largely determined by the 
nucleation work. 

Cuvinte cheie: tranziţii de fază; sisteme complexe; ABM; procese stocastice  

INTRODUCERE 
Modelele ABM (agent based models) reprezintă o metodologie nouă, dezvoltată cu 

scopul de a studia procese din sisteme complexe la interacţiunea dintre structurile macro- şi 
microscopice. De regulă, multe asemenea sisteme sunt caracterizate prin faptul că 
proprietăţile lor generale, rezultat al superpoziţiei mai multor stări individuale ale 
subsistemelor componente sau un agregat al acestora, nu pot fi deduse printr-o simplă 
extrapolare a evoluţiei părţilor componentelor de la un nivel structural inferior la unul 
superior, ci reprezintă proprietăţi calitativ noi. Acesta este cazul sistemelor complexe care 
manifestă deseori proprietatea de autoorganizare, ce reprezintă, în temei, capacitatea 
sistemului de a manifesta noi strategii individuale de evoluţie [1−17]. Totodată, asemenea 
sisteme neliniare complexe necesită şi metode mai avansate, “netradiţionale” de cercetare, 
modelele analitice fiind acceptabile doar în cazuri limită, iar simplificarea corespunzătoare a 
modelului riscă să conducă deseori la excluderea a însăşi factorului-cheie. Pe de altă parte, un 
design flexibil la nivel microscopic ar descrie adecvat interacţiunea şi comportarea părţilor 
componente sau agenţilor care formează sistemul complex, iar, drept consecinţă, şi a 
sistemului în ansamblu. Metodologia respectivă s-a consolidat pe parcursul ultimelor decenii 
ale secolului XX, deşi ponderea rezultatelor corespunzătoare în totalul cercetărilor ştiinţifice, 
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atât din motive obiective, cât şi subiective, este încă nesemnificativă. Totodată, modelele 
ABM oferă atât un grad sporit de generalitate, cât şi posibilitatea unei estimări adecvate a 
rezultatelor. Mai mult ca atât, avantajul esenţial al acestora constă în capacitatea lor de a 
descrie fenomene complexe, deoarece modelele ABM suportă o detaliere mai bogată a 
fenomenului. Totodata au fost elaborate şi programe de calcul corespunzătoare. De exemplu, 
JAS reprezintă un cunoscut program pentru simulări în baza modelelor ABM cu următoarele 
trăsături de bază: simularea evenimentelor discrete temporal, bazată pe tehnica de programare 
Java, management flexibil al unităţii de timp utilizate (secunde, minute, ore, zile etc.), 
generator de evenimente desfăşurate în timp real, suport pentru intrări/ieşiri XML de date şi 
format SVG al fişierelor, posibilitate de clasificare a sistemelor modelate, Sim2Web pentru 
prezentarea în reţeaua globală Internet a simulărilor şi interacţiunea cu utilizatorii online, 
MultiRun pentru gestionarea cu modele ce posedă cicluri repetate pentru calibrarea automată 
a parametrilor, componentă pentru efectuarea calculelor statistice bazată pe pachetul cern.jet 
ce posedă fişier şi bază de date cu intrări/ieşiri etc. [18]. În particular, jas.statistic reprezintă o 
bibliotecă de funcţii statistice, proiectată ca parte integrantă a procesului de simulare. 
Deoarece seturile de date colectate la diferite etape ale executării programului sunt deseori 
actualizate, iar uneori şi însăşi structura datelor se modifică, codul-sursă a fost optimizat cu 
scopul de a reduce volumul memoriei ocupate a calculatorului şi a consumului de timp CPU. 
Structura lui jas.statistic e alcătuită din trei părţi: jas.statistics pentru interfeţe, 
jas.statistics.reflectors pentru extragerea datelor şi memorarea lor şi jas.statistics.functions 
care conţine funcţiile utilizate la efectuarea calculelor statistice în baza algoritmilor, localizate 
în cern.jet.stat.  

O altă problemă actuală se referă la modelarea computaţional-probabilisticǎ şi AMB a 
sistemelor complexe de tip cluster. În general, clusterul reprezintǎ un agregat format dintr-un 
numǎr oarecare de elemente similare considerate unitare şi indivizibile. Astfel, această 
problemă actuală în domeniu constă în demonstrarea conexiunii dintre modelarea 
probabilistică sau stocastică şi cea computaţională ABM, despre care cunoscutul fizician 
italian D. Costantini în 2004 a menţionat următoarele: ”Our ambition is to bridge the gap 
between agent-based computational models (where there is a lack of probabilistic insight) 
and stochastic processes (that appear “phenomenological” if they are non-“agent-based”)” 
[17]. Importanţa rezolvării acestei probleme rezidă în faptul că soluţia ei ar oferi în cazul 
modelelor ABM un instrument puternic de optimizare a distribuţiei agenţilor în sistem, care în 
modelele ABM se realizează, de regulă, prin metoda probelor şi erorilor. Totodată, ecuaţiile 
probabilistice sau stocastice determină valoarea medie a soluţiei problemei, care în modelarea 
ABM se obţine doar după realizarea tuturor interacţiunilor posibile din sistem, care în cazul 
unui număr mare de particule poate rula pe calculator o perioadă îndelungată de timp. Nu în 
ultimul rând, cercetarea ar putea demonstra un fapt fascinant privind existenţa unor legităţi 
universale în sistemele complexe indiferent de natura lor.  
 
BAZELE MODELELOR COMPUTAŢIONALE ABM 

În continuare vom efectua o generalizare a componentei matematice a modelelor 
respective, deoarece simularea propriu-zisă a sistemului se realizează conform unui set de 
funcţii bine definite atât deterministic, cât şi stocastic. Aceste funcţii descriu în mod univoc 
dinamica sistemului la nivel macroscopic. Mai mult ca atât, o eventuală stare de echilibru este 
descrisă cu ajutorul unei funcţii bine definite de parametrii structurali şi de condiţiile iniţiale, 
impuse sistemului. Să considerăm că în fiecare moment de timp t un element, singleton sau 
agent i, unde i1, 2, ..., n, este descris univoc cu ajutorul unei variabile de stare x(i,t), iar 
evoluţia acesteia este caracterizată de ecuaţia:  

x(i, t) = fi (x(i, t), x(-i, t); a(i)),    (1) 
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unde sunt specificate caracteristicile individuale atât sub aspect funcţional şi structural (fi şi 
a(i), respectiv), cât şi starea celorlalte unităţi, cu excepţia lui i, din sistem, x(-i, t). După ce au 
fost apreciate caracteristicile sistemului la nivel microscopic, urmează definirea unor mărimi 
macroscopice, astfel Y referindu-se la întreg ansamblul:  

Y(t) = F (x(1, t),..., x(n, t)).     (2) 
Problema se reduce la rezolvarea ecuaţiei (2) pentru fiecare moment de timp t, 

indiferent de particularităţile lui fi, astfel încât o soluţie există oricând dacă vom rezolva 
iterativ fiecare termen x(i, t) din (2) folosind relaţiile:  

Y(0) = s (x(1, 0),..., x(n, 0)),  
Y(1) = s (x(1, 1),..., x(n, 1))  
= s (f1 (x(1, 0), x(-1, 0); a(1)), …, fn (x(n, 0), x(-n, 0); a(n)))  (3) 
= g1 (x(1, 0),..., x(n, 0); a(1), …, a(n)),  
  
Y(t) = gt (x(1, 0),..., x(n, 0)); a(1), …, a(n)).  

Ecuaţia de mişcare (3) exprimă univoc valoarea lui Y în orice moment de timp t prin 
condiţiile iniţiale ale sistemului şi valorile parametrilor a(i). Când gt converge către o funcţie 
independentă de timp, se obţine expresia pentru valoarea de echilibru a lui Y, ca funcţie de 
condţiile iniţiale şi parametri:  

))(),...,1();0,(),...,0,1((lim naanxxgYY tt

e 


   (4) 

Relaţiile (1)−(4) definesc formalismul matematic atât al modelelor microscopice 
dinamice, cât şi cel al modelelor ABM. Să considerăm în continuare implementarea acestei 
scheme în cazul modelului bazat pe agentul reprezentativ: indicele i se omite în virtutea 
faptului că nu putem vorbi despre caracteristici individuale sub aspect funcţional şi structural, 
iar ecuaţiile rezultante de mişcare (3) vor fi foarte simple, adică este posibilă transformarea lor 
algebrică, pot fi calculate derivatele, comparate diferite soluţii care descriu starea de echilibru 
etc. În varianta “tradiţională”, atunci când condiţiile de echilibru sunt impuse sistemului din 
exterior, acesta trece în echilibru, iar mişcarea lui către echilibru este ignorată. Prin urmare, o 
asemenea descriere nu poate fi una de tip cinetic şi va fi ignorată în continuare.  

Să revenim însă la modelele ABM analizând din ecuaţiile (3) ecuaţia de mişcare pentru 
Y(t). Pentru valori mari ale lui t şi n, evaluarea expresiei gt (...) poate fi dificilă, fiind 
imposibilă orice tentativă de soluţionare a ei prin metode algebrice. Această situaţie este 
similară celei din teoria jocurilor când este implicat un număr mare de agenţi. Totodată 
funcţiile (3) sunt complet determinate, astfel fiind posibilă calcularea valorilor lui Y(t) pentru 
diferiţi parametri şi condiţii iniţiale, in particular specificând forma funcţională 

),,...,,,...,(ˆ 10,0,1  nnt xxg  pentru a fi acordată unui oarecare set artificial de date generat de 
simulare, unde β sunt coeficienţii pentru (...)ˆ tg . De exemplu, dacă (...)ˆ tg  posedă o 
dependenţă liniară, atunci vor exista doi coeficienţi β0 şi β1 (punctul de intersecţie şi panta) 
pentru a fi estimaţi în baza datelor simulării. Aceasta este o practică obişnuită în simulare, iar 
modelele obţinute sunt denumite metamodele sau simulatoare etc. [14]. Latura slabă a acestei 
proceduri constă în faptul că setul de date artificiale poate să nu fie reprezentativ pentru toate 
rezultatele modelului respectiv. Cu alte cuvinte, este posibil ca atunci când vom alege un alt 
set de parametri comportarea funcţiei (...)tg  să se schimbe substanţial, iar metamodelul 

(...)ˆ tg  sa devină o descriere vagă a realităţii. Aici sunt necesare două observaţii. În primul 
rând, dacă modelul se referă la date obţinute în simularea pe calculator, atunci el ar trebui să 
conţină şi referinţe la unele date experimentale. În timp ce aceste date observabile care 
generează procesul sunt necunoscute, rezultatele simulării ar putea, în principiu, devia de la 
descrierea corectă într-un oarecare moment de timp. În al doilea rând, ar putea exista şi 
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anumite combinaţii ireale de parametri, dar de care nu ar trebui să se ţină cont atât timp cât 
sunt rare (acesta nu este cazul modelelor,  al căror scop reprezintă studierea fenomenelor 
critice). Uneori combinaţii particulare ale parametrilor adecvaţi modelului pot fi obţinute prin 
metoda “probelor şi erorilor”, iar atunci când valoarea de echilibru a lui Y (vezi relaţia (4)) nu 
depinde de condiţiile iniţiale, sistemul se va considera ergodic. Dacă sistemul este ergodic, 
pentru t>T starea sistemului va caracterizată de o singura funcţie de distribuţie F(α1,..., αn), 
indiferent de starea sa iniţială, iar fiecare rezultat particular al simulării se va încadra în 
limitele generale de evoluţie a sistemului în ansamblu.  

Aproximarea prin ecuaţia de mişcare gt(...) a variabilei Y nu poate fi utilizată pentru 
estimarea de mai departe a datelor reale. Expresia care nu conţine nici un coeficient 
necunoscut reprezintă o descriere a modelului bazat pe simulare pentru un set concret de 
parametri structurali şi condiţii iniţiale şi poate fi folosită pentru a estima capabilitatea 
modelului respectiv de a reproduce fenomenul analizat, prin aplicarea aceluiaşi metamodel 

(...)ˆ tg  datelor reale şi comparând vectorul-coeficient  , estimat în baza datelor artificiale, cu 
setul de coeficienţi corespunzători, obţinuţi pe baza datelor reale. Totodată, diferiţi vectori-
coeficienţi   sunt obţinuţi pentru diferite valori ale parametrilor de structură i . Astfel, 
efectuând o comparare a rezultatelor simulării cu datele reale, putem varia valorile 
coeficienţilor de structură cu scopul de a micşora diferenţa dintre rezultate. Procedura 
respectivă se numeşte calibrare. Pe de altă parte, un exces de parametri ar putea deseori 
conduce la o subidentificare a modelului în virtutea reducerii restricţiilor, dar acest fapt nu 
poate fi un obstacol categoric în elaborarea modelului. Mai degrabă incapacitatea acestuia de 
a descrie satisfăcător fenomenul, de exemplu, în cazul modelelor algebrice simple, reprezintă 
un adevărat obstacol. Modelele ABM acceptă descrierea fenomenelor complexe şi aceasta 
este o trăsătură fundamentală a lor. Subidentificarea modelului este uneori inevitabilă, 
deoarece evoluţia sistemelor complexe este nedeterministă, bazată pe o interacţiune deseori 
aleatoare a părţilor componente.  

Domeniul de aplicaţie al modelelor ABM este foarte vast. Din punct de vedere 
metodologic, modelele ABM trebuie validate atât la nivel macro, cât şi la micronivel. 
Validarea la macronivel este dificilă, deoarece deseori rezultatele posedă o dependenţă 
complexă, şi doar uneori, ca în cazul modelelor statistice simple, se obţin distribuţii Gauss cu 
valori medii şi dispersii constante. O problemă de natură tehnică reprezintă gestionarea unui 
volum uneori enorm de date, fapt ce implică programarea paralelă [19]. Mai mult ca atât, 
aceste date trebuie să fie funcţii de timp. Totodată aceşti indicatori temporali fie lipsesc, fie 
posedă un caracter neunivoc. Care sunt atunci criteriile necesare pentru validarea modelelor 
ABM? În primul rând, comparaţia cu datele experimentale observabile, atunci când ele există, 
nu poate fi un criteriu sigur în cazul sistemelor complexe. Importanţa majoră a modelului ar 
putea rezulta atunci fie din faptul că acesta sporeşte nivelul nostru teoretic de înţelegere a unui 
fenomen oarecare, fie că permite “experimentarea” pe calculator, fie ambele cazuri ar putea fi 
caracteristice. Făcând o paralelă cu studiul materiei la nivelul atomic-molecular, această 
situaţie este similară cu modelarea dinamicii moleculelor (MD computer simulation), când, 
folosind simulările pe calculator, putem studia detaliat mişcarea moleculară sau explora 
domenii ale temperaturii şi presiunii în prezent inaccesibile experimental, iar rezultatele sunt 
folosite atât la testarea teoriilor curente, cât şi pentru scoaterea în evidenţă a noi proprietăţi 
încă neobservate experimental. Prin urmare, un al doilea criteriu important este acela, că 
modelul generează informaţii noi. Să admitem că a fost elaborat un model care doar descrie 
satisfăcător un fenomen sau altul deja cunoscut. Este bine? Da, dar ceva mai mult este 
necesar, de exemplu, să se obţină noi informaţii şi noi dependenţe sau conexiuni. Aceasta ne 
conduce la o întrebare fundamentală: cum pot fi integrate rezultatele cercetărilor din domeniul 
sistemelor complexe efectuate pe tematici similare? Căci doar comparând cu diferite lucrări 
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din domeniu vom putea evidenţia elementele de noutate şi valoarea unei cercetări concrete. 
După cum se ştie, ştiinţa se dezvoltă prin acumularea graduală a cunoştinţelor. Orice 
contribuţie nouă este rezultatul unor studii precedente, astfel încât ea trebuie să fie în 
concordanţă cu lucrările existente în care sunt folosite şi alte metode de cercetare. Prin 
urmare, cel puţin se va face o conexiune cu alte lucrări (metode) din domeniu. Totodată 
studiul trebuie fundamentat şi pe baza altor simulări ABM. În prezent, însă, este încă destul de 
dificil ca în acest nou domeniu de cercetare care se află într-o ascensiune rapidă să fie trasate 
conexiuni şi limite bine determinate. În particular, în studiul descris în paragraful următor am 
încercat, pentru prima dată, să demonstrăm explicit existenţa legăturii dintre modelele 
computaţionale ABM şi cele probabilistice sau stocastice.  
 
APLICAŢIE. MODEL PROBABILISTIC DE FORMARE A NUCLEELOR 
DE CRISTALIZARE 

Să considerăm că într-un sistem există N particule care se pot afla în trei stări diferite, 
pe care le vom numi cluster, interfaţă şi lichid, şi pot îndeplini trei acţiuni (iarăşi cluster, 
interfaţă şi lichid). Interacţiunea implică întotdeauna, în limbajul modelelor ABM, un agent 
activ şi altul pasiv. În modelele geometrico-probabilistice de cristalizare [20–24] agentul activ 
este numit agresor, iar existenţa lui este condiţia necesară şi suficientă de generare a nucleelor 
în modelul Kolmogorov [24, p.19]. Astfel există patru combinaţii posibile care sunt 
prezentate în Tabelul 1, unde p1…p4 reprezintă probabilitatea de a depista aleator o oarecare 
particulă în una din cele patru combinaţii de stări sau, cu alte cuvinte, cota populaţiei 
corespunzătoare caracterizată de fiecare combinaţie de stări.  

 
Tabelul 1. Distribuţia particulelor în clusteri 

Tipul Starea 
permisă 

Starea 
interzisă 

Probabilitatea 
de distribuţie 
a particulelor 

Cluster Interfaţă Lichid 

1. Cluster/nucleu Interfaţă p1 p1 –
p1 

0 

2. Interfaţă Lichid p2 0 p2 –
p2 

3. Interfaţă Cluster/nucleu p3 –p3 p3 0 
4. Lichid Interfaţă p4 0 –

p4 
p4 

Probabilitatea stărilor p1– 
p3 

–
p1+ p2+ 

 
p3– p4 

–
p2+ p4 
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Distribuţia schematică a particulelor în clusteri este ilustrată în Figura 1. Fie  ,,2,1 N  
reprezintă numărul total de particule în 
lichidul subrăcit, iar  4321 ,,, nnnn  este 
distribuţia lor în patru grupuri de stări care 
corespund probabilităţilor  4321 ,,, pppp . 
Fiecare grup reprezintă un cluster, iar 
dimensiunea fiecărui cluster poate varia de 
la 0 până la N, 4,1,,0  iNni , şi 

Nn
i

i 


4

1
. Astfel, numărul rezultatelor 

posibile P este funcţie de N, iar soluţia 
explicită se calculează astfel [1, 25]:  

,)(
!3

1)(
3

1




i

iNNP   (5) 

unele rezultate numerice fiind prezentate în 
Tabelul 2. În caz general, pentru un număr 
arbitrar de clusteri n>1 se obţine:  
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Tabelul 2. Unele rezultate numerice ale distribuţiei pentru n=4 

N P N P N P 

1 4 20 1,771 100 176,851 

2 10 30 5,456 200 1,373,701 

5 56 40 12,341 500 21,084,251 

10 286 50 23,426 1,000 167,668,501 

 
După cum deja am menţionat, în acest paragraf vom demonstra, pe baza unei aplicaţii 

concrete, existenţa legăturii dintre modelele computaţionale ABM şi cele probabilistice sau 
stocastice. Astfel în termenii folosiţi în cadrul modelelor computaţionale ABM, în urma 
fiecărei interacţiuni agentul pasiv obţine payoff-ul +1, dacă este în starea preferată, un payoff 
0 în cazul stării neutre sau un payoff –1 în cazul stării respinse (în engl. payoff – câştig). 
Agentul activ sau agresorul nu este influenţat de rezultatele interacţiunii. Astfel acesta oricând 
obţine un payoff pozitiv, deoarece acţionează conform stării sale preferate. În model nu există 
interacţiunea strategică din teoria matematică a jocurilor, deoarece payoff-ul agentului pasiv 
depinde de alegerea făcută de agresor, pe când alegerea respectivă nu va depinde în nici un 
mod de preferinţele agentului pasiv. Astfel echilibrul Nash nu poate fi aplicat. Evoluţia 
sistemului este estimată cantitativ cu ajutorul valorii medii a probabilităţii π şi a dispersiei σ2 
calculate pentru payoff, care caracterizează corespunzător gradul de stabilitate şi cel al 
eterogenităţii într-un sistem complex. Rezultatele preliminare pentru două cazuri limită sunt 
evidente: dacă toate particulele ar poseda aceeaşi evoluţie, atunci în sistem ar exista o 
polarizare maximă a stărilor, iar pentru o dispersie omogenă de stări p1 = p2 = p3 = p4 = 1/4 se 
constată menţinerea stării metastabile π=0.  

p
4

p
2

p
1

p
3

Figura 1. Reprezentarea schematică a distribuţiei 
particlulelor cu ponderile corespunzătoare în 
cluster, p1, lichid, p4 şi la interfaţă, p2 şi p3.  
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Să considerăm în continuare că fiecare particulă interacţionează cu întregul grup atât ca 
agresor, cât şi în calitate de agent pasiv. Atunci valoarea medie a indicelui de stabilitate π se 
calculează astfel:  

)())(()( 244432132311 pppppppppppp  .   (7) 

sau, ţinând cont de egalitatea 1
4
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i
ip , putem exprima în (7), de exemplu, probabilitaea p4 

prin celelalte probabilităţi. Se obţine:  
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Din teoria lichidelor subrăcite şi a sticlelor se cunoaşte că odată cu creşterea asimetriei 
în sistem are loc creşterea stabilităţii stării lichide subrăcite şi descreşterea stabilităţii stării 
cristaline sau, viceversa, descreşterea stabilităţii fazei lichide şi creşterea stabilităţii celei 
cristaline, în funcţie de semnul parametrului de control respectiv [26]. Acum putem defini 
gradul de asimetrie în modelele ABM ca distanţa de la centrul sferei: 
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, unde această distrubuţie se defineşte 
în spaţiul tridimensional cu axele de 
coordonate l, c şi r:  

l = p1 – p3 ,   (9a) 

c = p2 + p3 – p1 – p4 ,  (9b) 
r = p4 – p2 ,   (9c) 

iar  2,0d : toate punctele, prin 
urmare, se vor afla în interiorul acestei 
sfere cu centrul în origine. Vom 
menţiona că l + c + r = 0 şi diferite 
distribuţii pot genera acelaşi punct în 
spaţiu. De exemplu, originea de 
coordonate corespunde atât setului de 
probabilităţi 4
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cât şi fiecăre combinaţii de tipul 
4231 , pppp  .  

Pentru a reprezenta graficul 
bidimensional care descrie 
stabilitatea/instabilitatea sistemului, 
vom considera fixate unele 
probabilităţi. Astfel, în Figura 2 este 
prezentată dependenţa instabilităţii 
clusterilor, 1–π, de probabilitatea p1 
pentru un sistem format din 100 
particule pentru cazurile când 
particulele la interfaţa lichid-cluster 
lipsesc, (a); ponderea particulelor la interfaţă p2+p3 constituie doar 1/10 din numărul lor total 
în sistem, (b); şi când ponderea particulelor la interfaţă este egală cu 3/10, şi anume 
p2=p3=0.15 (c), p2=0.1, p3=0.2 (d) şi p2=0.2, p3=0.1 (e). Observăm că în absenţa interfeţei 
dintre lichid şi cluster, după cum şi era de aşteptat, sistemul este în starea de instabilitate 
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Figura 2. Dependenţa instabilităţii clusterilor, 1-π, de 
probabilitatea p1 pentru cazurile: (a) particulele la 
interfaţa lichid-cluster lipsesc; (b) ponderea 
particulelor la interfaţă constituie 1/10 din numărul 
lor total; ponderea particulelor la interfaţă este egală 
cu 3/10, şi anume p2=p3=0.15 (c), p2=0.1, p3=0.2 (d) 
şi p2=0.2, p3=0.1 (e); a fost cercetat sistemul format 
din 100 particule.  
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maximă pentru p1=p4=0.5. Odată cu creşterea numărului de particule la interfaţă, adică p2+p3 
creşte, are loc micşorarea stabilităţii sistemului, indiferent de faptul dacă fluxul de particule la 
interfaţă se realizează din contul fazei lichide sau al particulelor din cluster. Totodată, 
particulele din interfaţa lichid-cluster contribuie la accelerarea formării clusterilor datorită 
deplasării maximului de instabilitate în regiunea valorilor mici pentru p1. Curbele (d) şi (e) 
din figură mai indică faptul că un flux mai mare din faza lichidă (p2>p3) sau din cluster 
(p2<p3) determină o creştere nesemnificativă a instabilităţii ramurii corespunzătoare, însă 
valoarea maximă π rămâne constantă pentru p2+p3=const.  

În Figura 3 este prezentată 
dependenţa, în planul (p1, p3), a 
mărimii π (p1, p2, p3) pentru 
p2=0.05, curba continuă, p2=0.1, 
curba frântă, şi p2=0.15, curba 
punctată. Valorile aflate pe curbe 
corespund lui π=0, în interior se află 
domeniul de valori pentru care π<0, 
iar în exterior – cazul π>0. 
Observăm că odată cu creşterea 
fluxului de particule din lichid la 
interfaţă are loc micşorarea 
domeniului nefizic negativ π<0 şi 
deplasarea lui concomitentă în 
regiunea valorilor mai mici pentru 
setul (p1, p3), adică pentru 
concentraţii mai mici ale clusterilor. 
Este important de menţionat că 
fenomenul de generare şi extincţie a 
clusterilor se produce la temperaturi 
foarte joase în comparaţie cu 
temperatura de tranziţie Tgα [27, 
28]. Acest fapt arată că unele 
molecule se pot rearanja chiar şi la 
temperaturi atât de joase şi, astfel, 
lichidele subrăcite şi sticlele ar 
poseda structuri ce crează o distribuţie a timpului de relaxare a aranjamentului molecular. Pe 
baza "modelului structurii de tip cluster" [29] un astfel de aspect cinetic al rezultatelor se 
interpretează după cum urmează: lichidele subrăcite posedă o structură eterogenă, alcătuită 
din clusteri cu un aranjament molecular diferit şi interfeţe ale clusterilor cu un aranjament 
oarecum neordonat al moleculelor. Având în vedere faptul că moleculele din cluster âşi 
încetinesc mişcările lor de rearanjare mai jos de Tgα, se consideră că moleculele situate la 
interfaţa dintre clusteri rămân mai mobile şi posedă în continuare un timp de relaxare mai 
scurt decât cele din cadrul clusterilor, rearanjându-se pentru a se anexa la clusterii deja 
prezenţi sau pentru a forma noi centre de cristalizare. Moleculele aflate iniţial la interfaţă şi 
incluse în cadrul clusterilor prin acest rearanjament sunt, totuşi, determinate în următorul 
moment să-şi încetinească mişcările lor de rearanjare. Aceste procese fiind repetate ar rezulta 
în fenomenul neordinar menţionat anterior de generare şi extincţie a nucleelor de cristalizare. 
Comportamente similare la cristalizare au fost raportate în cazul simulărilor pe calculator ale 
dinamicii moleculare pentru clusterii de cupru, NaCl şi SeF6 [30−32], unde cristalizarea se 
produce la suprafaţa sau în apropierea suprafeţei clusterilor consideraţi în calitate de centre 
sau nuclee de cristalizare.  
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Figura 3. Dependenţa în planul (p1, p3) a mărimii π(p1, 
p2, p3) pentru p2=0.05, curba continuă, p2=0.1, curba 
frântă, şi p2=0.15, curba punctată. Valorile aflate pe 
curbe corespund lui π=0, în interior se află domeniul de 
valori pentru care π<0, iar în exterior – cazul π>0.  
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CONCLUZII 
Folosind în calitate de date pentru comparaţie rezultatele simulării ABM pe calculator a 

interacţiunii într-un sistem eterogen, a fost demonstrată cu succes existenţa conexiunii dintre 
modelele probabilistice şi cele computaţionale ABM. Totodată, metodologia propusă oferă 
pentru modelele ABM un instrument eficient de optimizare, în primul rând, a distribuţiei 
agenţilor în sistem care în modelele ABM se realizează, de regulă, prin metoda probelor şi 
erorilor. Mai mult ca atât, rezultatele analitice reprezintă valoarea medie a soluţiei problemei 
care, în modelarea ABM, se obţine doar după realizarea tuturor interacţiunilor posibile din 
sistem, ce poate rula pe calculator, în cazul unui număr mare de particule, o perioadă 
îndelungată de timp. În aşa mod, evoluţia sistemului este estimată cantitativ cu ajutorul valorii 
medii şi a dispersiei calculate cu ajutorul probabilităţii ce caracterizează corespunzător nivelul 
de stabilitate şi cel al asimetriei într-un sistem eterogen. În model nu există interacţiunea 
strategică din teoria matematică a jocurilor, deoarece payoff-ul agentului pasiv depinde de 
alegerea făcută de agresor, pe când alegerea respectivă nu va depinde în nici un mod de 
preferinţele agentului pasiv. Astfel, echilibrul Nash nu poate fi aplicat. Nu în ultimul rând, 
această cercetare demonstrează un fapt fascinant privind existenţa legităţilor universale în 
sistemele complexe indiferent de natura lor.  

Modelele alternative Ewens şi Yule-Zipf-Simon admit o interpretare reuşită a 
proceselor de formare a clusterilor în sistemele complexe, scopul final al lor fiind obţinerea 
distribuţiilor de echilibru în baza unor structuri elementare sau agenţi şi a interacţiunii lor 
aleatoare, precum şi argumentarea la nivel microscopic a legităţilor empirice observate în 
diferite sisteme complexe. Astfel, modelele respective pot fi direct asociate cu modelele 
computaţionale ABM, pe de o parte, şi cu cele stocastice, pe de alta. Cu toate acestea, a fost 
arătat că în modelul Ewens datele empirice atât în privinţa generării, cât şi a fragmentării 
clusterilor sunt nesatisfăcător interpretate, iar în modelul matematic alternativ Yule-Zipf-
Simon probabilitatea de formare a clusterilor este independentă de dimensiune, iar distribuţia 
de echilibru sau numărul mediu de clusteri nu pot fi obţinute analitic. Totodată, G.J.Rodgers a 
dezvoltat şi soluţionat analitic modele cinetice care descriu distribuţia clusterilor după 
dimensiune în prezenţa a doar două transformări din sistem, fiind posibilă determinarea 
exactă a unor valori universale ale puterilor care pot varia continuu în funcţie de probabilitate 
[33−35]. Deşi nu este necesar să se cunoască detaliat comportarea sistemului la nivel 
microscopic, latura esenţială a acestor modele reprezintă caracterul lor universal în contextul 
unor interacţiuni complexe.  

În cadrul modelului probabilistic dezvoltat în al treilea paragraf, am cercetat în 
continuare formarea nucleelor de cristalizare într-un sistem de N particule care se pot afla în 
trei stări diferite numite cluster, interfaţă şi lichid. În modelele geometrico-probabilistice de 
cristalizare agentul activ este numit agresor, iar existenţa lui este condiţia necesară şi 
suficientă de generare a nucleelor în modelul Kolmogorov. A fost dedusă formula generală 
pentru distribuţia particulelor în clusteri în funcţie de numărul total de particule în sistem şi 
numărul corespunzător de stări. A fost cercetată calitativ dependenţa stabilităţii clusterilor de 
probabilitatea de anexare a particulelor la cluster, iar rezultatele au fost interpretate în 
contextul "modelului structurii de tip cluster". Astfel, este arătat că odată cu creşterea 
numărului de particule la interfaţa lichid-cluster are loc micşorarea stabilităţii sistemului, 
indiferent de faptul dacă fluxul de particule la interfaţă se realizează din contul fazei lichide 
sau al particulelor din cluster. Totodată, particulele din interfaţa lichid-cluster contribuie la 
accelerarea formării clusterilor datorită deplasării maximului de instabilitate în regiunea 
valorilor mici ale probabilităţii de anexare. Moleculele aflate iniţial la interfaţă şi incluse în 
cadrul clusterilor prin acest rearanjament sunt, totuşi, determinate în următorul moment să-şi 
încetinească mişcările lor de rearanjare. Aceste procese fiind repetate ar putea rezulta în 
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fenomenul neordinar de generare şi extincţie a nucleelor de cristalizare, care se produce la 
temperaturi foarte joase în comparaţie cu temperatura de tranziţie Tgα unde rolul 
rearanjamentului molecular la interfaţă este hotărâtor.  
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