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solutions of a cubic equation with real coefficients are studied. We describe a procedure for 
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ВВЕДЕНИЕ
Многие важные задачи механики деформируемых сред приводят к необходи-

мости построения и анализа решений кубических уравнений. В этой связи доста-
точно упомянуть о многочисленных задачах, связанных с определением главных 
осей тензоров напряжений и деформаций. Несмотря на существование классиче-
ских формул Кардано для решений кубического уравнения, практическое исполь-
зование этих формул (в особенности при исследовании зависимостей решений от 
параметров) наталкивается на заметные осложнения, связанные с выделением от-
дельных непрерывных ветвей решений. 

Ниже излагаются регулярные процедуры построения решений кубического 
уравнения с вещественными коэффициентами, основанные на приведении уравне-
ния к канонической форме, содержащей всего один параметр. Наряду с этим при-
водится бифуркационный анализ решений и асимптотический анализ зависимо-
стей как вещественных, так и комплексных решений от параметра. Отметим, что 
построение параметрических представлений вещественных решений кубического 
уравнения и их бифуркационный анализ обсуждались в [1-4].

2. Формулировка задачи, качественный анализ решений и приведение 
кубического уравнения к канонической форме
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Рассматривается кубическое уравнение общего вида

023 =+++ cybyayε                                                             (2.1)

в котором cba ,,,ε – произвольные вещественные коэффициенты (коэффициент 
ε  при старшей степени в (2.1) оставлен с целью сохранения возможности анализа 
решений сингулярно возмущенного уравнения для которого 
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сингулярно возмущенного уравнения для которого 1 . Далее без ограничения 

общности принимается, что коэффициент  0 .  

     Прежде всего отметим  что при 0c  и произвольных значениях коэффициентов 

ba,,  0y  является одним из решений уравнения (2.1), при этом два других решения 
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к кубическому уравнению специальной формы, называемой далее канонической, и 

содержащему только один параметр. 

     С этой целью поделим обе части уравнения на 0 и перейдем в (2.1) к новой 

переменной  x~ : 

3
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Относительно x~  уравнение (2.1) преобразуется к классической приведенной форме, 
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Кубическое уравнение (2.4), в отличие от этого же уравнения в форме (2.1), 
зависит уже только от одного параметра γ . Поскольку к виду (2.4) может быть 
приведено любое кубическое уравнение, то (2.4) можно рассматривать в качестве 
канонической формы кубического уравнения и, таким образом, все качественные 
особенности поведения решений любого кубического уравнения определяются 
всего одним параметром γ . 

 Отметим также отдельно важный случай условий существования трехкрат-
ного корня уравнения (2.1). С этой целью обратимся к уравнению (2.3) и введем 
обозначение 
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решений любого кубического уравнения определяются всего одним параметром  .  
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Из соотношений  (2.5) следует, что  трехкратным корнем уравнения (2.3) может быть 

только значение   0x , при условии, что 0p 0q , или, возвращаясь к исходному 

уравнению (2.1), приходим к заключению о существовании  трехкратного корня 

уравнения (2.1) и oб условиях для его существования: 
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В связи с выполнением условий 0p , 0q для трехкратного корня в канонической 

форме (2.4), трехкратные решения исключаются из рассмотрения.  
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3. качественный анализ вещественных решений кубического уравнения 
в канонической форме

 В этом разделе без непосредственного обращения к представлениям решений 
кубического уравнения в аналитической форме и опираясь только на канониче-
скую форму (2.4) приведем детальный качественный анализ решений кубического 
уравнения. Полученные при этом результаты анализа будут существенно исполь-
зоваться при непосредственном построении решений уравнения (2.4).

 Обозначим через )(1 γx , )(2 γx  и )(3 γx – решения кубического уравне-
ния (2.4) и отметим, что эти решения представляют собой различные ветви неявно 
заданной уравнением 01),( 3 =++≡ xxxF γγ  функции )(γx . В соответ-
ствии с теоремой о неявно заданной функции, точки бифуркации решений уравне-
ния 0),( =γxF определяются условиями

01),( 3 =++≡ xxxF γγ , 03),( 2 =+=
∂

∂ γγ x
x
xF

            
 (3.1)

представляющими собой систему из двух нелинейных уравнений и имеющей 
единственное решение:

3 2
1

=∗x , 
3 4
3

−=∗γ
                                         

 (3.2)
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и таким образом )(1 γx  – монотонно возрастающая функция в интервале 
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Отметим также, что зависимость )(2 γx  монотонно возрастающая, в то вре-
мя как )(3 γx  – монотонно убывающая

5. параметрическое представление комплексных решений кубического 
уравнения 

Приступая к анализу комплексных решений кубического уравнения в ка-
нонической форме (2.4), отметим, что с учетом результатов проведенного ана-
лиза решений в предыдущих пунктах комплексные решения существуют для 

значений 
3 4
3

−=≥ ∗γγ . Введем обозначение для комплексного решения 

)()()( γγγ sirz += , где )(γr  и )(γs  – вещественные функции и отме-

тим, что )()()( γγγ sirz −=∗ также является решением уравнения (2.4). 
Подстановка приведенного выше представления для комплексного решения )(γz  
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в уравнение (2.4) с последующим выделением вещественной и мнимой частей по-
лученного выражения приводит к системе уравнений относительно зависимостей 

)(γr  и )(γs :
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относительно зависимостей  )(r  и  )(s : 

013 23  rsrr  ,    03 22  ssr                                                           (5.1) 

     Отметим, что второе из уравнений (5.1) удовлетворяется при 0s  при этом первое 

уравнение принимает вид  013  rr   (при этом 0r ) и соответствует 

обсуждавшимся выше вещественным решениям  уравнения (2.4). В связи с этим, в 

дальнейшем анализе будем принимать 0s и соответственно этому перепишем систему 

(5.1) в виде: 

013 23  rsrr  ,  03 22  sr                                                           (5.2) 

Разрешая второе уравнение в (5.2) относительно 2s  

 22 3rs                                                                                                                    (5.3) 

и последующей подстановки этого выражения в первое уравнение (5.2), приходим к 

уравнению относительно зависимости )(r : 

 0128 3  rr   ,                                                                                       (5.4) 

     Введем в рассмотрение положительный вещественный параметр 0  и представим с 

учетом этого уравнение (5.4) в разрешенной относительно параметра  форме  

r ,  
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 Отметим, что второе из уравнений (5.1) удовлетворяется при 0=s  при этом 
первое уравнение принимает вид 013 =++ rr γ  (при этом 0>r ) и соответ-
ствует обсуждавшимся выше вещественным решениям уравнения (2.4). В связи с 
этим, в дальнейшем анализе будем принимать 0≠s и соответственно этому пере-
пишем систему (5.1) в виде:

013 23 =++− rsrr γ , 03 22 =+− γsr                         (5.2) 

Разрешая второе уравнение в (5.2) относительно 2s
γ+= 22 3rs                                                        (5.3)

и последующей подстановки этого выражения в первое уравнение (5.2), приходим 
к уравнению относительно зависимости )(γr :

 0128 3 =+−− rr γ  , ∗≥ γγ                                          (5.4)

 Введем в рассмотрение положительный вещественный параметр 0>τ  и 
представим с учетом этого уравнение (5.4) в разрешенной относительно параметра 
γ форме 
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τγ

2
81 3−

= , ∗≥ γγ                                          (5.5)

Соотношения (5.5) представляют собой задание зависимости )(γr  в параме-

трической форме. Отметим при этом, что значению 
3 4
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−== ∗γγ  соответству-

ет значение 
3 2
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== ∗ττ  , для которых согласно (5.3) 0=s . Приведем также 

интервал изменения параметра 0>τ ∗≤< ττ0 .

Таким образом, приходим к окончательным выражениям для параметриче-

ского представления зависимости )(γr
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Для асимптотических значений 

Соотношения (5.5) представляют собой задание зависимости )(r  в параметрической 
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